Problemi di Analisi Matematica proposti dal Dott. Ing. Pasquale Cutolo

Problema n. 1c

Partendo dalla relazione dei complementi:
/3
I'QI'd-2) = , O<z«l,
(@H=2) Sin(7z)

1
e ponendo z= E_X’

dimostrare che:
Sy, <)
0 . ., U ?
Slnh(a)

Tan(7x) ¢ la tangente di (7zx )

Problema n. 2¢

Partendo dalla relazione

mwdu:ﬂan(ﬂx), |x|<l,
0 .o, U 2
Sznh(E)

e derivando, (2n-1) volte, rispetto ad x, (n = 1,2,...), si ottiene:

- 2n-1 h =
jo Mdu = [aTan(7c)]*" ™" = ﬂ'znzdh[Ta"(ﬂx)]Zh )

u
Sinh(— h=0
(2)

Si chiede di fornire:
1) D’espressione che definisce a, in funzione di n;

n
2) I’espressione che definisce la z a, in funzione di n;
h=0

3) I’espressione che definisce il rapporto [Z a, 1/ a, in funzione di n;

h=0
4) TDespressione che definisce a, in funzione di n.

Problema n. 3¢

Partendo dalla relazione:

[ N
Sinh(%) 2

-

e derivando, (2n) volte, rispetto ad x, (n = 1,2,3,...), si ottiene:

2n @ n
J'O u Sll’lh(ux) ’I/[ — [ﬂan(m)](zn) — ﬂ.2n+1 th [Tan(m)]Zlﬁ-l ,
h=0

u
Sinh(— =
(2)

Si chiede di fornire :
1) I’espressione che definisce b, in funzione di n;

1

(1)

(20)

(3c).



n
2) T’espressione che definisce la th in funzione di n;
h=0

3) D’espressione che definisce b, in funzione di n.

Problema n.4c

Partendo dalla relazione

2n Qs
SRy — (aan() ™, <
Sinh(%) 2

e ponendo, x = 0, dimostrare che:

" (2n+1
23 [ o gy, =1,
2n+14 20

dove B,, rappresenta il numero di Bernoulli di indice 2h, (n =1,2,3..

Problema n. 5c

Partendo dalla relazione:

2n o
u Slnh(LtX)du = [#Tan(m)] > | |x| < 1 ’
Sinh(%) 2

e ponendo, x = %4, dimostrare che:

z (_1) — (_l)n_ T " [i(zn-i_lJth(th _1)32]1 _(2n+1)]

S 1+26) T 27 2n+ 1) S\ 24

dove B,, rappresenta il numero di Bernoulli di indice 2h, (n =1,2,3...).

Problema n. 6c¢

Partendo dalla relazione:

< 1" Cosh(ux)

j ——————du = [aTan(m)]>"", | < L
" sinn(h 2
2
e ponendo, x = %, dimostrare che:
22n—17z.2n

¢(2n)= szn

dove B,, rappresenta il numero di Bernoulli di indice 2n, (n=1,2,3,...).

-

(4c)



Problema n. 7c¢

Partendo dalla relazione:
2 1
[2Tan(0)] " =27 a,[Tan(m)]™, |4 < 3
h=0

fornire I’espressione che definisce a,, (h=0,1,2,3,...,n), in funzione di n, (n = 1,2,3,...).

Problema n. 8c

Partendo dalla relazione:
[#Tan(zc)] " = 2> b, [Tan(m)™, |4 < % :
h=0

fornire I’espressione che definisce b, , (h =0,1,2,3,...,n), in funzione di n, (n = 1,2,3,...).

Problema n. 1p

Partendo dalla relazione dei complementi:

[()T(1—z) = Sin’([nz) L 0<z<l,

1
e ponendo z= E_X’

dimostrare che:

KL YR ST ap
Cosh(*Y) os(mx
2

Problema n. 2p
Partendo dalla relazione

:Cosh(ux)du __ T , |x| < % ,

Cosh(%) Cos(7)

e derivando, (2n-1) volte, rispetto ad x, (n = 1,2,3,...), si ottiene:

< 1" Sinh(ux) _ V.4 @ 2

Cosh (%) Cos(7mx)

— 2n.2n (_1)}1 (_i)_l Z (_1)k (1 + 2k)2n—le—im(1+2k) (2p)‘

k>0
Ci0 premesso, si chiede di dimostrare che:

1 G20 50 no
1) — 272" -DB,, =1
" ,Z(zhj ( B

dove B,, rappresenta il numero di Bernoulli di indice 2h;

1 1
2 —F -
)Q )[(1+4k)2" B+4k)>

]:



J2 1 " (2n
= (-1 == [ 4% (2°" —1)B,, —4n]
D 2 42" (2n)! ,; 2h ( Ban

Problema n. 3p
Partendo dalla relazione
: Cosh(ux)du __ =z ’ |x| < l ’

Cosh (%) Cos(7mx) 2
e derivando, (2n) volte, rispetto ad x, (n = 1,2,3,...), si ottiene:
0o uanOSh(MX)du — [ T @n-1) _

Cosh(%) Cos(7tx)

— zﬂ.2n+l (_l)n z (_l)k (1 + 2k)2ne—i7[x(l+2k)
k>0
Ci0 premesso, si chiede di dimostrare che:

Hy D" _ D [2(2”“]2%(2% ~1)B,, —(2n+1)]

S+ 2007 T 27 2+ 1) =\ 2n
1
2 -t + =
) ;( ) [(1+4k)2n+1 (3+4k)2n+1]

~ (_1)n—17[2n+1ﬁ [Zn: 'n+1
T 4n+1)! S\ 2h
B,, rappresenta il numero di Bernoulli di indice 2h.

j42” 2* -1)B,, —22n+1)];

Problema n. 4p

Utilizzando la relazione

Jm t'dt 7w
0 1+t Sinmg
e ponendo z = 1/n, con n > 1, dimostrare che:
Zk[Cos% - COSM] =n

k=1

n n

,0<z<«l,

Fiuggi, Agosto 2010
Dott. Ing. Pasquale Cutolo
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Risoluzione dei problemi di Analisi Matematica proposti dal Dott. Ing. Pasquale Cutolo
Risoluzione del Problema n. 1c

E’ nota la seguente relazione dei complementi:

T
I'oI'd-z)= Sin(z)” O<z<l (le.)

essendo, I'(z) = L t“'e7%, la ben nota funzione di Eulero di seconda specie.

Ponendo, nella (1c.1), z = % — x, e prendendo il logaritmo naturale di ambo

1 membri della (1c.1), otteniamo:

lnF(%—x)+lnF(%+x) = Inz —In Cos(7x) (1c.2)

Derivando, rispetto ad x, i due membri della (1¢.2), ricaviamo:

‘P(%+x)—‘l’(%—x) = nlan(mx), (1c.3)
I"(x)

essendo W(x) = , € Tan(7x) rappresenta la tangente di (7zx) .

I'(x)

x—1
Ricordando che W(x) = .E%dt + 7, essendo ¥ la costante di
t —_

Eulero-Mascheroni, dalla (1c¢.3) ricaviamo:

1tx—l/Z _t—x—1/2 » . e—u(x—l/Z) _e—u(—x—l/Z) »
o A =t=e )—jo T e du =
ux —ux ul?2 .
=J. (e e e du = Mdu = nlan(nx) |x| <l (Ic.4)
0 e" —1 0 Sinh(u/?2) 2

Risoluzione del Problema n. 2¢

Punto 1)-Derivando, (2n-1) volte, rispetto ad x, (n = 1,2,3,...), la relazione:

Jdeu = nTan(7x) , ricaviamo:
0 Sinh(ul2)

~u”"" Cosh(ux) . _ Qb _ 2N 2
k Sinh(u/2) du = [Alan(m)]™ = 7 ;ah[Tan(ﬂX)] 2c.1)

Dalla (2c.1) ricaviamo:

[ﬂan(ﬂx)](Zn—l) — [z(l_ 27113’ 1)](2}1—1) — _ZE [z(_l)ke—Zﬂix(H—k)](Zn—l) —
1 e +

k=0

=— 27[ D (DA [27A+ k)] e MY i = /=1 ; sostituendo k a (1+k), abbiamo:
L >0
[ﬂTan(m)](Zn—l) — 22nﬂ.2n (_l)n Z (_1)k k2n—1€—2m'xk (2C2)

k=1
Ponendo, nella (2c.1) e (2¢.2), x =0, troviamo:



. uZn—l 5
—du =T na = 22n7z.2n _1 n _1 kan—l
k Sinh(u/2) ‘ b ;‘( :

Osserviamo che:

Z(_l)k k2n—1 — Z(zk)Zn—l _Z(zk _1)2n—1 —

k=1 k=1 k=1
Z(Zk)Zn—l _ [z (Zk _ 1)2}1—1 + Z(Zk)Zn—l _ Z(Zk)Zn—l] —
k=1 k=1 k=1 k=1
:Z(zk)Zn—l _ ZkZH—l + Z(zk)Zn—l — (22}1 _ 1)4/(1 _ 2”1) .
k=1 k=1 k=1
ricordando che {(1-2n)=— B ,e ((-2n)=0,
2n
troviamo che: »_ (=) k" = (2% —1)(—ﬁ)
n

k=1
essendo B,, il numero di Bernoulli di indice 2n, mentre {'(s) ¢ la funzione

Zeta di Riemann, definita da: {'(s) = zki” Re(s) > 1.
k=1
Sostituendo il risultato della (2¢.5) nella (2¢.3), otteniamo:

B
7z2na0 = 22717.[271 (_1)n—1(22n _1)i
2n

Ricordando che (-1)""'B,, =|B,,

, abbiamo:

B B
ao — 22n (_1)n—l (22n _1)2_3/: = 2211 (22n _1)| 2:

che rappresenta il termine noto, in funzione di n, del polinomio in Tan(7zx) ,
di grado 2n.
Osserviamo che, per n intero positivo, a, risulta sempre intero positivo;

poiché |an ¢ dato dal rapporto di due numeri interi, indicando con p e q
B2n

intero del numero intero q e di 2n.

detti numeri interi, ( =p/q), I’espressione (2c.6) indica che a, ¢ un multiplo

L’espressione di a, possiamo ricavarla anche utilizzando la relazione (2¢.3), cioe:

2n—1

oo 0o -1
J- .u du = ﬂ'znao — 2.[ u2n—le—u/ZZe—ukdu — 22 2n-1)! _
0 Sinh(u/2) 0 = Ly
2
1
=2 2n-y ————;
( );(sz)z"

1 1 1 1 1 1
Z 2n = 2n +Z 2n - 2n = 2n - 2n =
>0 (1+2k) >0 (1+2k) =1 (2k) =1 (2k) =1 (k) =1 (2k)
=(1-27")¢(2n);

22n—l 7Z.2n
ricordando che: ¢ (2n) = —| ol s
(2n)!
otteniamo:
2041 1 2041 “on 22 2n .
2 (2n—1)!zm:2 2n-D11-2 )Wpsz" =7""a,, da cui:
o L+ n)!

(2¢.3)

(2c.4)

(2c.5)

(2¢.6)

(2¢.7)



B
ao — 22n(22n _1)| 2n
2n

La relazione (2c.6) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

Punto 2) -Utilizzando le relazioni (2c.1) e (2c.2), e ponendo, x = Y4, troviamo:

”anah — 22n7z.2n (_1)n2(_1)k an—le—Zﬂik/4 — 22n7z.2n (_1)n2(_1)k an—l (—l)k , CiOé:
h=0 k=1 k=1

Zah — 22)1 (_1)}1 Z(i)k an—l — 22)1 (_1)}1[2 (_1)k (2[()2)1—1 + Z(i)Zk—l (2k _ 1)2n—1 ];

h=0 k=1 k=1 k=1

uguagliando le parti reali, troviamo:

24, =2" (D" (=D 2™

h=0 k=1

utilizzando la (2c.4), abbiamo:

n B

zah — 22n22n—l (_1)n (22n _ 1)5(1 _ 2n ) — 24n—l (_l)n—l (227l _ 1)A -

o 2n
B

=272 —1)|i, (2¢.8)
2n

La relazione (2¢.8) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

Punto 3)- Dividendo il risultato della (2c.8) con quello della (2¢.6), otteniamo:
Ola,a, = 2" (2¢.9)
h=0

Punto 4)- Derivando successivamente, (2n-1) volte, rispetto ad x, la funzione Tan(x),
constatiamo facilmente che il coefficiente a,del termine di grado 2n, del

polinomio Z a,[Tan(x)]*", & uguale a (2n-1)!

h=0
Risoluzione del Problema n. 3¢

Punto 1)-Derivando, (2n) volte, rispetto ad x, (n = 1,2,3,...), la relazione:

J-oo Sinh(ux) J

- u = alan(mx), otteniamo:
0 Sinh(u/?2)

2n @ n
[ u”Sinh(un) AlTan(o)*" = 2>y b, [Tan(mo) P =
0 Sinh(u/2) =0
_ T Kk 2z(iek)q2n) _ — 2% k o\ 2n 2n —2zix(1+k) _
=——[ (-D*e 17 =—=>" (D" (2" 1+ k)™ e =
L k>0 L k>0
2n+1 _1\" )
:(272’-) i ( 1) Z(_l)kane—Zﬂlxk , |x <%, (3C.1)
k=l

Ponendo nella precedente (3c.1), x = %4, abbiamo:

2n o n 2n+1 _1\"
j u ;lnh(u/4)du _ ﬂ'zn+lzbh _ 2r) ‘ =D z(_l)kan (=i)* . da cui:
0 Slnh(u/Z) h=0 l k>1



n 22n+l

h=0 k=1 k=1 k=1 k=1

quindi: Zb _M[Z( D 2>+ ()* 2k -D* 1.

k=1 k=1
Dalla precedente uguagliando le parti reali, ricaviamo:

22”+1 1 2k-1 2n 2n+l1 n—1 2n
Zb l( ) Z() 2k =1 = 22" (=D)"" > (-D* (2k -1, ma:

Z(—l)"@k—l)z" = > (=D A-2k)* = Z( ) 2( j(—Zk)”=
—Z( D +Z[ j(—2>”2(—1>"k”;
poiché Z( DF =——

k=1
e ricordando che: ¢ (—2n) =0, otteniamo:

z( Df 2k -1 = __+Z(2h J( 2)2;,12( 1) k2!

k=1 h=1 k=1

Ricordando che : Z‘(—l)"k”“l = 2" -D{A-2h) = 2*" —1)(—%) , abbiamo:

k=1

k _ 2n____ 2h-1 1~ 2h B_Zh
DD k-D* = 5 M(Zh J( 2 T

k=1

) 2n 1 1 (2n+1
osserviamo che: — = ; pertanto:
2h—1)2h 2n+1\2h

DD k-1 = - 11 Z(2n+lJ(—2)2h‘l(22h—1)BZh,equindi,

k>1 2 2n + 1 h>1 2h
essendo: D b, =27 (="' D (D" (2k=1)*" , abbiamo:
h=0 k>1
n 1 " (2n+1
b — 2211 _1 n—1 2211 2211 _1 B _1
,;' " D [2n+1hz_:‘(2h ] ( )By, ~1]

La relazione (3c.3) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

Punto 2)- Ponendo, nella (3¢c.1), Tan(zx) =t , da cui 7x = ArcTan(t) , abbiamo:

_u™" Sinh[u L ArcTan(ry

T 2n+l1 C 2h+1
du= 1 b [t
0 Sinh(u/2) Z 1]

Derivando la precedente, rispetto a (t), e ponendo dopo, t = 0, troviamo:

1
2n Qi
lim u Sinhlu ; ArcTan(t)] 1 o g2

D, du=— [ ———du= 7*""'b,, da cui:
0 Sinh(u/?2) 7% Sinh(u/2)

t—0

1 2n 2n 2n 2k—-1 2n
#Zo 0 ma Y0 k) = Y =DF @k + 3 () 2k~ 1)

(3c.2)

(3c.3)

(3c.4)



2n+3
%fuz"ﬂe‘””z.e‘“"du 2y QnaDl _2"Qnihls

k>0 T k>0 (1 + k)2n+2 T k>0 (1 + 2k)2n+2 D)
2
1
ricordando che: Y ———— =[1-2"%"21£(2n+2), otteniamo:
;‘ (1+2k)>"*? [ Ie¢ )
2n+3 | |
T
2n+l .2n+2

T

ma: m+2="—"__|B
6 ) (2n+2)!| a2

, € quindi:

BZn+2

bo — L(22n+2 _1)22n+l (3C.5)
n+1

La relazione (3c.5) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

Punto 3)- Derivando successivamente, (2n) volte, rispetto ad x, la funzione Tan(x),
constatiamo facilmente che il coefficiente b, del termine di grado 2n+1, del

polinomio th [Tan(x)]*""', & uguale a (2n)!

h=0
Risoluzione del Problema n. 4c¢

Utilizzando la relazione

= u”" Sinh(ux) oy =27 ’
——du = Tan(m)]" = —= -1 k 27 2n 1+ k 2n e—2mx(1+k) ,
k Sinh(uf2) = PATan)] i ;( ) (=2a) ™ (14 k)

e ponendo, x = 0, otteniamo:
D (-D*A+k)* =0, da cui:

k=0

2 2
S =D A+K) = 1+Z(—1)kz(h"}<h =1+ Y (-1 +z(h"JZ(—1)kkh;

k=0 k=1 h=o k=1 h>1 k=1

ricordiamo che: Z(—l)k = —%, e {(-2h)=0, (h=1,2,3,...); pertanto:

k=1

k 2n 1 2 k 7.2h-1
> (=D A+k) =5+Z(2’;_JZ(—D SaF

k=0 h=1 k=1

B
ricordiamo che: Z(—l)k KM= (22 -1 -2h)=(2%" - 1)(—2—2};’) , € quindi:

k=1

k 2n _l 2n 2h _ﬁ,
2 (=D A+k) —2+Z(Zh_lj<2 D=

k=0 h>1
. 2n 1 1 2n+1
ricordando che: - =
2h—1)2h 2n+1\2h

2n+1
1.1 Z( " ](22h—1)32h =0, da cui:

J , troviamo:

2 2m+1<\ 2h



E (22 —I)B2 = 1 ( 1)
4C.
2” 1 h=1 2” !

La formula (4c.1) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

Risoluzione del Problema n. 5c

Utilizzando la relazione

2n @ _ .
[Ty S 4y Tan(ro = ZEE (<) (2m) " (L + ) e
0 Sinh(u/2) I =
e ponendo X = V4, troviamo:
2n
j u’ Slnh(u/4) _ u du = J‘ uZne—u/4Z(_1)ke—uk/2du _
0 Sinh(u/2) 0 2Cosh(ul/4) 0 >0
2n - 1
_Z( 1) ( k) =4’ 1( )'Z = )2n+1 ;
k>0 (7 )2n+1 k>0 (1 + 2k)
4 2
T Z(_l)k(_zm)Zn (1+ k)Zn e—27zix(1+k) :22n+1 7Z.2n+1 (_1)n Z(l)k (1+ k)Zn —
I k>0 k20
D"
22n+1 2n+1( 1) Z( 1) (1+2k)2n +Z(l)2k 1(2k)2n 42n+l (2 )|z — :
k=0 k>1 ico (1+2k)

uguagliando le parti reali, abbiamo:

421 (Zn)!z (=D = 2l g2l pyn z(_l)k(1+ 26)"

0 (1+26)™ =
Z( D* (14 2k)™ —1+Z( 1 Z( j(Zk) —1+Z( D +Z( jZ"Z(—l)"k”;

ricordando che Z(—l)" = —%, e che {(-2h) =0, (h=1,2,3,...), otteniamo:

k=1

DD A+2k)7 = — +z(2h JthIZ( Df ! =

k=0 h>1 k=1

2 B 2n+1
:l_l_z( n Jzzh—l(zzh )= 2h)_l_ 1 Z( " Jzzh‘l(zzh —1)B,, ; quindi:

2 &l 2n-1 2h 2 m+1<\2n
-* 11 n+1), .
42n+l 2n ‘ (—_22n+1 2n+1 1 n—1 — 4+ 2211 1 22h _1 B ;CIOé:
( );(sz)z"+1 D 2 2n+1;(2h ( )81
(_l)k ”2n+1 (_1) n—1 n 2n + 1 " "
= 2727 -1DB,, —(2n+1 Sc.1
; (1+ 2k)2n+1 22n+2 (2n+1)' [; 2h ( ) 2h ( )] ( )

La formula (5c.1) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

Risoluzione Problema n. 6¢

Utilizzando la relazione

10



2n—1
jo u Cosh(ux)du _ o2 g (_1)nz(_1)k f 2 g2k

Sinh(u/?2) k=2l
e ponendo, x = %, troviamo:
2n-1 2n-1
J‘ u .COSh(u/4)du _ .u i = Z.[ p 24 k2 g
0 Sinh(u/?2) 0 28inh(u/4) =00
(2n-1)! 2n 1 n 2 kyp2n-1, =~k
= YT = A=Y = 27 2 () Y (D KT D)
;(1 k)zn ;)(sz)2 ;
4 2
ricordando che z ! =(- 2_2")5(2n) ,(n=1,2,3,...), abbiamo:

=1+ 2k)™

42n(2n_1)1zm= 22n(22n _1)(2}1_1)'4‘(2”) — 22nﬂ.2n(_1)nzk2n—1(l-)k :

k=0 k=1

ricordando che la parte reale della sommatoria »_ k"' ()" & data da > 2k D",

k=1 k=1

e poiché Z(Zk)z”‘l(—l)k = 22 (=) = 27 2 (- 2n) =

k=1 k=1

=22n—1 (22n 1)

272" =1D2n-D'{2n) = 2*" 7 (=1)" 2> (2> -

22n -1 . 2211—17.[2
;(2]’1) - ( ) l 2n — —|B2n
(2n)! (2n)!
Ricordiamo che nel procedimento abbiamo utilizzato le formule:
1 B
= (1-2""{¢2n), (A-2n)=-=2 | (-)"'B, =|B
;(1+2k)2" ( ), SA-2m=-22 (-D"'B,, =[B,

Risoluzione del Problema n. 7¢

Riprendiamo la formula indicata in (2¢.2)

[#Tan(mx)]*" " = Ezniah[Tan(ﬂx)]Zh = 2 (1) Y (—Df e

h=0 k=1
. . 1. 1+it
e poniamo Tan(mx) =t,dacui: 7zx = ArcTan(t)= ?ln —
i 1-it
che sostituita nella (7c.1) fornisce:

n —klnﬂ —1
zahIZh = 22n(_1)n2(_1)kk2n—le =it — 22n(_1)n2(_1)kk2n—1(1 lt)k;
=0 k1 K1 1+t
derivando la (7c.2), (2h) volte, rispetto a t, e ponendo dopo, t = 0, abbiamo:

) w1 —it
a,(2h)! = 27" (D)"Y (=D kT (—) 1%
= 1+t
lim 4 (2h , .
ora, [(1—-it)* (1+in) 12 = Z[ . j[(l—it)"]“”‘“[(1+ in 1=
t— 03\

11

(6¢.1)

(7c.1)

(7c.2)



Z 20 Tk +D(=)*" T(k + j)(=i)’ i 2h (-1 Ltk+j)
- Tk+1-2h+j)  T(k) =\ C(k+1-2h+j)

=Z( . jk(—l)"(m J=Dk+j=2).(k+ j—2h+1);
j=0\.J
ricordiamo che nello sviluppo delle derivate abbiamo utilizzate le formule seguenti:

D" (a+bx)* = Mb”(a +bx)“"; D" (a+ bx)F = 1“(n—+ﬁ)(_b)n (a+bx) P
[Na+1-n) ')
inoltre, ricordiamo la ben nota relazione:
X(x-1)(x-2)...(x-n+1) = D S(n,k)x"
k=0
dove S(n,k) rappresentano i numeri di Stirling di prima specie.

< (2h 0 . . .
Pertanto: Z(, Jk(—l) (k+ j-Dk+j=2)..(k+ j—2h+1)=

Jj=0

=i(ih}( ) 2’25 (2h—Lu)k+ j—1)" —i(z }k( ) zfs (2h—1u) [u}k”(j—l)”_”;

u=0 j=0 p

quindi: a, (2h)! = 22n(_1)nz(_l)kk2n i( j( 1) ZthS Zh lu (u}p(]’_l)u—pz
.] p20

k=1 j=0 p

2h 2h 2h—
=22"(—1)"(—1)”Z( jZS 2h— lu)Z( j(j—l)”"’Z(—l)"kz”“’;

j=0 u=0 p=0 k=1

sappiamo che {(-2n—2p)=0, (n + p intero > 0), e quindi:

2h Zh 2h—-1
a,(2h)! = 22”(—1)"(—1)"2(], JZS(Zh—l,u)Z(Zp ](] I WE W SO

u=0 p=1 k=1
sappiamo che:
B
Z(_l)k k2n+2p—1 — (22n+2p _ 1)4/(1 _ 2]’1 _ 2p) — (22n+2p _ 1)(_ 2n+2p )
= 2n+2p
quindi: a, (2h)! =

2y 3 S sen-LaF [t ey o 2 ges)
= - - —Lu - -)— C.
j=0 J Juso P2l 2p-1 / 2n+2p

osserviamo che nello sviluppo della relazione precedente (7c.3), al variare di j, u, p,
si presentano valori indeterminati (0°) . Per evitare detti inconvenienti calcoliamo
I’espressione precedente per j =0, perj=1, e perj> 1.

Cosi operando, troviamo:

. < (2h 0 . . .
1) perj=0, Z( Jk(—l) (k+j-Dk+j=2)..(k+j-2h+1)=
j=0\.J
=(—1)hk(k—1)(k—2)...(k—2h+1):(—1)h§5(2h,u)k” ;

[a,2R)1],,=2""(=1)" Y (=D k> (1) ZS(zh wk" =

k=1

=2""(=D" (=" 25(2;; W)Y (=D k=

k=1

=2 (=1)" (D" ZS(Zh 2u)Y (D) k> =

k=1

12



=2 (—1)"(—1)”i5<2h,2u)<22"+2" ~){A-2n-2u)=

u=0
h B
:22n _1 n—1 _1 h S 2h,2u 22n+2u _1 2n+2u
=D"( )Z (2h,2u)( )

. 2 (2h 0 . . .
2) perj=1, ) ; D" k+j-Dk+j=2)..(k+j-2h+1)=
j=0

2h-1
=2hk(=1)" (k)(k =1)...(k =2h+2) = 2hk(-1)" Y S(2h - Lu)k";
u=0
2h-1
a, 2], = 27" (D" D (=D k> 2hk(=D" Y SQ2h—1,uk" =
k=1 u=0
2h—1
- 22n+1 (_l)n h(_l)h Zs(Zh _ l,u)z (_l)kk2n+u —
u=0 k=1
h
=22 (=1)"h(~=1)"D S(2h—12u -1 (=) k*>"**"; pertanto:
u=l k=1
a (2h)| 22n( l)n—l( l)hiS(Zh 2 )(22n+2u 1) B2n+2u +
I = — - ,2U ) ——
" u=0 21’1 + 21/{
h
+27 (=) R(=D" D SR —12u =1 () k> +
u=l k=1
2h (2 ) \2h=1 u B
+22n(_1)n—1(_1)h ( . ] S(2h—1,u) ( ](j_l)L¢—2p+l(22n+2p _1) 2n+2p .
; Jj ; ; 2p—1 2n+2p

In definitiva, ricaviamo:

2™ -1 Y 2n+2 B
a. = _1 n _1 S 2h,2u 2 n+2u _1 2n+2u +
h (2h)!( )" (=D [; ( ) )—2n+2u
h
B
+2hY SQh—12u—1)(2*"" —1) 224
; ( ) ) 2n+2u
21 (D) \2h=] (D721 (", B
+ | S(2h—1,u) ( j( JoDer i 22 (7c.4)
Per h = 0, ritroviamo la formula: a,= 22 (2" — 1)|2i
n
Per h = n, ricaviamo:
a = — 22n [i S(zn zu)(22n+2u _1) B2n+2u
" 2n)! = ' 21+ 2u
1 B
+2n) SQ2n—12u—-1)(2*" — )22 4
MZ::‘ ( X ) 2n+2u
- i(znjznfs(z 1 )[ﬂu j( 1y ) R oyt (7e.5)
) n—1Lu Jj— —1)————[=2n-1)! C.
i=2\J Ju=0 p=1 2p-1 2n+2p

Le relazioni (7c.4) e (7c.5) sono state verificate con un programma di matematica.
La verifica della (7c.5) conferma quanto asserito nella soluzione del problema
n. 2¢, Punto 4.
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Risoluzione del Problema n. 8c

Riprendiamo le formule indicate in (3c.1)

mTan(o)" =7 2”“219 [Tan(m)]"' =

e poniamo Tan(zmx) =t, da cui:

che sostituita nella (8c.1) fornisce:

k=1
mx = ArcTan(t) = L'ln I+ l't ,
2i 1-it
1+ir

2n+l1
2n+1zb LT Qr)™ (=1)" Z( 1t ke
i

(27:)”“( D" 5 _pyrgen]

i k21

k=1

) ;

1+lt

R

Z( 1) ( 2m)2nk2n —2mxk

derivando la (8c.2), (2h+1) volte, rispetto a t, e ponendo dopo, t = 0, abbiamo:

2n+1b (2h+1)' (27[) n+( 1) z( 1) k2n( ) ](2h+1)
I

ora, [(1—it) (1+it) ]2 =

k=1

1+

s 2kt
lim Z(Zh + 1J[(1 B it)k 1@+ [(1+ it)_k 19 =

t =03\

(2R +1) Tk +1)(=)"" Tk + j)(=i)’

o\ J Ck+1-2h—1+ j) (k)

2412k +1 Tl +
=T ey ik M=
=\ T(k+ j—2h)
2h+1 2h+1 Y ] ] ‘ ‘
= D ko 20k =20 =
=0
2h+1 2h+1 2h
= ) (—1)h(—i)k25(2h,u)(k+j—l)u=
Jj=0 ] u=0
2h+1 2h+1 2h u
= Z . (—l)h(—i)kZS(Zh,u)Z(u)k”(j—l)”_”; pertanto:
Jj=0 J u=0 p=0 p
b, 2h+1)! =
22n+l

k=1
2h+1

— 22n+1 (_1) n—1 (_1) h z

j=0

2h+1

— 22n+1 (_l)n—l (_l)h Z

j=0

— 22n+1( 1 n+h thH(Zh + IJ

j=0

j=0

ZhHJZS(Zh M)Z( ]

2h+1j

> 82, u)[fl(

2h+1 2h
-2 S e Z[j j( D' (-

[u/2]

> S(2h, u)z

u=0

l)kjs(zh u)Z( Jk”(j—l)”"’:

k=1

(] _1)u—pz(_1)kk2n+p+l —

j(] l)u 2[72( 1) k2n+2p+1

k=1

(] _ 1)u—2p (22n+2p+2

-1

BZn+2p+2

2n+2p+2

Anche qui, osserviamo che nello sviluppo della relazione precedente (8c.3),
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al variare di j, u, p, si presentano valori indeterminati 0°).

Per evitare detti inconvenienti calcoliamo 1’espressione precedente
perj=0, perj=1,eperj> 1. Cosi operando, troviamo:
2h+1

. h+1 Ky o . . .
1) perj=0, Z(, j(—l) (—dk(k+ j—D)(k+ j—2)..(k+ j—2h) =

= (D" (=Dk(k =Dk = 2)...(k = 2h) = (=1)" (=) D S (2h +1,u)k"

22n+1 2h+1

bh(2h+1)!]j:0:[ﬂ2(—1)"k2" D"(=)D SQh+1Luk" =
l k21 u=0
2h+1

=22 (=" (- 1)”25(2h+1u)2( Df k=

k=1

=22n+l (_1)n—1 (_1)11 ZS(Zh + 1’21/[ + 1) Z(_l)k k2n+2u+1 —

u=0 k=1

u B
:22n+1 _1 n _1 h S 2h+1,2u+1 22n+2u+2 _1 2n+2u+2
(=D"( )Z ( I ) s

2h+1

. h+1 U . . .
2) perj=1, Z(. ](—1)’(—z)k(k+]—1)(k+]—2)...(k+]—2h):

j=0\.J

=Q2h+1D)(=D"(=)k(k)(k —=1)...(k +1=2h) = (2h+1)(-1)" (—i)ki SQh,u)k" =
22”+1 (_1)” k7. 2n h . & u
b,Ch+ D], = =3 (=D k™ Qh+ DD (=)kD SQh k" =

l k=1 u=0

— 22n+1 (_Dn—l (2h + 1)(_1)h i S(2h,u)z (_1)kk2n+l+u —

u=0 k=1

=22 (=" 2h+1)(-1) ZS(zh 2u)) | (1) kP =

k=1

h B
:22n+1 _1 n 2h+1 _1 h S 2h,2u 22n+2u+2 _1 2n+2u+2 ;
(=" (2h+1)( )Z (2h,2u)( ) s

Pertanto, ricaviamo:

L B
b, (2h+ D=2 (=1)" (=" [ D S(2h+1,2u + )22 1) 22—y
u=0

2n+2u+?2
+ 22n+l (_l)n (2h + 1)(_1)11 i S(zh,zu)(22n+2u+2 _ 1) BZn+2u+2
s 2n+2u+2

2h+1 2h+1 2h [M/ZJ B s
+22n+1( 1 n+h Z( sz(zh u)z( j(j_l)u—zp(22n+2[7+2 _1) 2n 2[7 2 ,

P s 2n+2p+2
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2n+l

h
B
(_1)n(_1)h[§ S(2h+1,21/t+1)(22n+2u+2 _1) 2n+2u+2 +

dacui: b,=
2h+1)! =0 2n+2u+2

2n+2u+2

h
B
+Qh+1) S(2h,2u)(27" 2 1) 222
( )HZ::; ( X ) 2n+2u+2

2h1 (20 + 1 [u/2] an+2p+2
Z( * jZS(zh u)Z( j( JoDir @i o) (8c.4)

2n+2p+2

Per h = 0, ritroviamo la formula: b, = L(22”+2 -1)2*"'|B
n+

2n+2

Per h = n, ricaviamo:

22n+1 n

B
b,= DS Q20 +1,2u +1)(22"2 — 1) 222y
2n+D!= 2n+2u+2

d B
+(2n + I)Z S(zn’zu)(22n+zu+2 _ 1) 2n+2u+2

u=0 ZIZ‘F le'+ 2
2n+1 2n+1 [u/2] B
S(2n,u 1)12p (23mr? ) 21221 — (2p)! 8¢.5
Z[ jZ( )Z( jj )" ( )2n+2p+21 (2n) (8¢.5)

Le relazioni (8c.4) e (8c.5) sono state verificate con un programma di matematica.
La verifica della (8c.5) conferma quanto asserito nella soluzione del problema
n. 3c, Punto 3.

Risoluzione del Problema n. 1p

Punto 1)-Utilizzando la seguente relazione dei complementi:

7
I'oI'd-z)= Sin()” 0<z<l

1 .
e ponendo, z= 5 — X, otteniamo:

1
X <— 1p.1
5 (Ip.1)

T
|

1.1
[C(x+—)(——x)=
(x+2) (2 %) Cos(mx)’

essendo, I'(z) = jo t“'e7%, la ben nota funzione di Eulero di seconda specie.

NERYPRN"

= t:eu =
1+¢ ( )

l—*(x+l)l—*(l_x) — j;tx_1+1/2(1_t)_x_1+1/2dt=j:t

—Uu
_J‘ u(x-1+1/2) € AU “du J‘ u(x-1+1/2) € “du eau .[Ooe—u(x—l+1/2) e "du
o0 1+e” 1+e" 0 1+e™
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du J‘ —u(x+1/2) du _
1+e" 90 1+e™

Y du [T du 3
b ul2 —ul2 0 ul2 —ul2 "
+e e +e

< Cosh(ux) V4 1
= j du= , | | <—
0 Cosh(ul/?2) Cos(mx) 2

.[Ooeu(x+1/2)
0

Risoluzione del Problema n. 2p

Utilizzando la relazione:

~ Cosh(ux) /4 1
j du= , | | <—

0 Cosh(ul/?2) Cos(7x) 2
e derivando, (2n-1) volte, rispetto ad x, (n = 1,2,3,...), e ponendo dopo, x = 0,
otteniamo:

lm e " Sinh(ux)
[ Sinks)

=0;
x— 0% Cosh(ul/?2)

T
1210 = 271 Y (=)ke IR0 D 20 7S (L) (i) (14 2k) " =
Cos(7x) ;{ ;

(Ip-2)

dacui: D (=D A+2k)"" =1+ D (D A+2)*" =1+ Y (-1 zzl( 1](2k)h:

k>0 k>1 k>l

=1+ =D+ D (-1 Zzl( 1j(zk) 1—%+2n 1(2" 1}2’12(—1)’%’1:

k=1 k=1 k=1

2n—

1 &(2n-1 1 1
=—+ 22N (D kT = ——— 22" (2*" =)=+ =0, da cui:
Sl prger e o

h=1 k>1

v (2
LS [T o g, =1
2n =\ 26

Nel procedimento per ricavare la (2p.3) abbiamo utilizzato le seguenti formule:

B
D =D -1 Z( DR =27 - (—Z—Z’),i(l—Zh)——— {(=2h) =0,

k=1 k=1

2n—1) 1 1 2n
\2n-1)2hn 2n\2h
La relazione (2p.3) ¢ stata verificata con programma di matematica.
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Punto 2) — Dalla relazione

lim ey Sinh(ux V3 n— —im(1+ n—
W) g = 1en =273 (e R0y
x—>1/4% Cosh(u/?2) Cos(7x) >0

troviamo: r u™" Sinh(u/4) du = r u (et —e™ e ™2 z (- e™du=
o Cosh(ul2) 0 =0

J-:MZn—IZ(_l)k(e—u/4 — ey e gy = (2n_1)!z(_1)k[ 1 1 - 1 1=
k=0 k>0 (Z+k)2n (Z+k)2n

=2n-DU" > (=D ! d

T (1446 (3+4k)> I

zﬂ.[z (_l)ke—iiDc(l+2k) ]12:}’;;2)) - 271'2 (_l)k (—lﬂ-) 2n—1 (1 + 2k)2n—le—iﬂ'/4 (_l)k -
k=0 k=0

:2ﬂ'2n (_1). e—iﬂ'/42(l~)k(1+2k)2n—l :

—1 k>0

DO A2 =D (D A4 Y ()P (k- =

k=0 k=0 k=1

=D (D A+4k)> " +i) (=D (1-4k)*"" ; quindi:

k=0 k=1

2 pn (—1)‘" e_m/4z(l-)k(1+2k)2n—1 — g2 (—1)"\/5(1+i)Z(i)k(l+2k)2"_l _
—1

k=0 k=0

=7 (-1)"V2(1+0) [D (=D A+40> " +iD (D 1-4k)™" ]

k=0 k=1

Prendendo la parte reale della precedente, abbiamo:

=2 (=D)"V2 [Y (=D A+ 40" = (D -4k =

k=0 k=1

2n—1 2 _1 2n—1 2 _1
=77 (=1)"2 [1+Z(—1)"z(h” ](41()’1—2(—1)"2(]1” ](—4k)" =

k=1 h=0 k=1 h=0

" (2n—1 " (2n—1
=7 (-1)"2 [HZ(—D"Z(ZZ_ J(Mc)”“ —ZH)"Z[ZZ _J(—4k)2h_l 1=

k=1 h=1 k=1 h=1

:7'[2” (_1)n\/§[1+li(2n —1]42hz(_1)k k2h—l]:

2 h=1 2h - 1 k>1
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_ 2, qy\n l”Zn—l 2h y2h _ﬂ_
=7 (~1) \/5[1+22(2h_1]4 @ =)=

h=1

=z (=12 [_Z(§ZJ42h(22h ~1)B,, —1]; pertanto:

h=1

1 1
2n—1U" > (-1 - =
(2n=1) kzo( ) [(1+4/<)2" (3+4k)2”]

2n
_7[2n( 1)11 1\/_[_2(

2hj42h(22h_1)32” 1], da cui:

1 1
—ND* _ —
;‘ )[(1+4k)2" (3+4k)2"]

—2n n
N . [Z(ZIJ 42" (2* —1)B,, —4n).

2(2n)!

La relazione (2p.4) ¢ stata verificata con programma di matematica.

Risoluzione del Problema n. 3p
Punto 1)-Utilizzando la relazione:

<2,
2

I Cosh(ux) du= /4
Cosh(ul?2) Cos(mx)’

e derivando, (2n) volte, rispetto ad x, (n = 1,2,3,...), e ponendo dopo, x =0,

otteniamo:

o uZn T

- du= (Zn) 27[ 1 ke—mx(l+2k) (2n) )
'[0 Cosh(ul?2) [Cos( )] ,;‘( ) I

JMLCZ” - jmzuzne_ulzz(—l)ke‘“kdu:22(_1)k _@mt

1

0 COSh(M/Z) 0 >0 k>0 (7 + k)2n+1
2

=22n+2 (Zn)!zi ;
= (1+2k)™

(2p.4)

2”[2( 1)k —17zx(1+2k)](2n) 27[2( 1) ( l7z.)2n(1+2k)2n_ 2n+l(_1)nZ(_1)k(l+2k)2n=

k=0 k=0

Ricordiamo che:
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=D (=D A+2k)* =1+ ) (-1 Z( J(zk) =1+ (-D* +z( jth(—l)kkh:

k>0 k=1 k=1 k=1
1 &(2n 2h-1 kon 1 1 S(2n 41 o
- 2 )L S S - 2*"(2* -1)B
2 ;(Zh—lj ;( ) 2 2(2n+1); 2h ( Ba
-D* 1 2n+1
22n+2 2n ! (—_ 2n+1 - - 22h 22h _1 B —
( );(sz)z"“ = )[2 2(2n+1);(2h ( JBan]

n+ n— 1 2n +1 .
=z (=" [mz(% jzz”(zz” -1)B,, —1],da cui:

h=1

_1 k 7[2n+1 _1 n—1 n 2n+1
2 <1+( 2k))2"“ s ((Zn-)|-1)|[ (2/1 jzzh@% DBy, = (2n+1)] (3p.1)
k=0 . b=l

La formula (3p.1) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

Punto 2)- Utilizzando la relazione:

Cosh(ux) /4 1

I du= 1 <=,
Cosh(ul?2) Cos(mx)’ 2

e derivando, (2n) volte, rispetto ad x, (n = 1,2,3,...), e ponendo dopo, x = 1/4,

otteniamO'

u>Cosh(ul4 V.4 n —ime(1+ n
j ( ) du = [ 5521)/4_ z( 1)k ¢! 2k)]i21)/4) :
0 Cosh(ul?2) Cos(7x) >0
2n
J‘ u"Cosh(u/4) du = J‘ u (e +e—u/4)e—u/2z(_1)ke—ukdu:
0 Cosh(ul/?2) 0 >0

=Z(—1)k.[:u2n (eu/4 +e—u/4)e—u/26—ukdu:Z(_l)k.[omubt (e—u/4 +e—3u/4)e—ukdu:

k=0 k=0

1 1

1 1 . I
(1+4k)*™  B+4k)>™

=2m)1 (D'~ 3 1=@2n)U> > (-]
k>0 (Z+k)2n+1 (Z+k)2n+1 k>0

Z( 1)k —17D5(1+2k)](2 " —2752 (_l)k (_lﬂ.)Zn (1 + 2k)2ne—iﬂ'/4(_l-)k=

k=0 k=0

2n+l( l)n —171'/4Z(i)k(1+2k)2n;

k=0

ora, e-"”’42(i)k(1+2k)2":*/_(1—1)[1+Z( D*(A+4k)> —i) (D" 4k -D™ ];

k=0 k=1 k>1

prendendo le parti reali della relazione precedente, abbiamo:
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Re[e ™Y (D" (1+ 2k)2”]:%[1+ DD A+4k)T =D (D 1-4k)™ 1=

2 ‘ 2n 2 N . 2n 2 N
=§[1+Z<—1> > h”jmk) -> D Z(h"]<—4k> =

_\/E i 2n 2h-1 i 2n 2h-lq_
—7[1+2<—1> 2h_lj<4k> - (-1 Z(Zh_JHk) 1=

k=1 h=0

V2 n (2n
=_[1+2 42/1—1 (_1)kk2h—l]=

2 hZ::‘ 2h—1 ;

n (2 B n (2n+1

232 Ny By V2L 20

2 | 21 2h 0 20 202+ =\ 2n

1 1 .

2n !42n+1 _1 k[ + ]=27Z.2n+l _1 ne—m'/4 i k 1+2k 2n —

(2n) Z( a0 Gran™ (=) ;o (1+2k)

2 (2n+1
=z (=D)"" ﬁ[mZ(zz j42h (2*" =1)B,, —11, da cui:
h=1

1 1
—1 k =
z( ) [(1+4k)2n+l + (3+4k)2n+l]

k=0

N Ry [i(znﬂ

T A0+ 1)) o j42h (2* -1)B,, —22n+1)] (3p.2)
©oh=l

La relazione (3p.2) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

Risoluzione del problema n. 4p

Utilizzando la relazione

1t 7w

= ,0<z<1,
o 1+t Sinnxg

e ponendo z = 1/n, con n > 1, otteniamo:

1
—1 n(-—

DI

J-wt” dt T ru nnu"'du J-oo du
= - n

0 1+t T 0 1+u" O 1+u”
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_ jl du +J'1u"_2du jll+u”_2du

Ol4+u" 0 1+u” O 1+4+u”
n(l+u"? Ll +u) e
Ora,(—n):”lz— n-1 z y
1+u k=0 U— U, nu, k=0 U— U uk

dove u} =—1, u, =™ k=0,1,2,3,...(n-1); quindi:

n(l+u"?)
naru ) Ny - ; pertanto:
1+u” z( ‘ ) U—u; P
L
-t di 7 S (1, — 1
e T oS =Dy = - 5 i) =
R A = Uy k=0 " g
n
__"le(emzkﬂ)/n — e TRy 10 (] — @ TIFCKD Iy

In[l—e " = In{l — Cos[7(2k + 1)/ n]+iSin[x(2n+1)/n]} =

LRI 2 L _ Sin[x(2k +1)/n]
= In{(1—-Cos[m(2k +1)/n])" + (Sin[x(2n+1)/n])" } + iArcTan 1= Coslm(2k + 1)/ ] :

. Sin[zx(2k +1)/ n] . Cos[m(2k +1) /(2n)]
i1ArcTan =iArcTan
1-Cos[m(2k +1)/n] Sin[r(2k + 1) /(2n)]

Sin{(Z/2)[1-2k +1)/n]} _i7 2k +

=iArcTan =i—( ——); quindi:
Cos{(m/2)[1- 2k +1)/n]} 2 n

L

<" dt 1 U L »
J‘O 1 — ~ :_z(em(ZkH)/n —e m(ZkH)/")ln(l—e m(2k+1)/n),
+t . -
Sin— k=0
n

da cui, uguagliando le parti reali, ricaviamo:

n—1

i Za=2 1 quindi:
2 n

n—1 _ _
! =5 A= Stz k + 1) /1. ciok:
n

z(” 2k - 1)Sln[ﬂ'(2k+1)/n]Szn—:

k=0

Ricordando che : Cos(a+b) - Cos(a-b) = -2SinaSinb, otteniamo:
n—l1

> (n-2k - 1)(—%)[00sM 27k

k=0

—Cos—]=mn;
n
sostituendo, nella precedente relazione, k a k+1, troviamo:

Cos——]=2n; (4p.1)
n

> (n-2k +D[Cos ZZETD _ oy 2
k=1 n

Inoltre, osserviamo che:
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Z [COSM —Cos %] =0, e quindi dalla (4p.1), ricaviamo:
k=1 n n
> (~20)[Cos ZZETD _ cos 2y Z o ciok:
k=1 n n
Zk[Cos% - COSM] =n
k=1 n

n

La relazione (4p.2) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

Fiuggi, Agosto 2010

Dott. Ing. Pasquale Cutolo

23

(4p-2)



