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Problemi di Analisi Matematica proposti dal Dott. Ing. Pasquale Cutolo 

 

Problema n. 1c 
 

Partendo dalla relazione dei complementi: 

)(
)1()(

zSin
zz

π

π
=−ΓΓ , 0 < z <1,                                                                        (1c) 

e ponendo    z = x−
2

1
,        

dimostrare che: 

)(

)
2

(

)(

0
xTandu

u
Sinh

uxSinh
ππ=∫

∞

,        
2

1
<x  

)( xTan π  è la tangente di ( xπ ) 

 

 

Problema n. 2c 

 

Partendo dalla relazione 

)(

)
2

(

)(

0
xTandu

u
Sinh

uxSinh
ππ=∫

∞

,        
2

1
<x , 

e derivando, (2n-1) volte, rispetto ad x, ( n = 1,2,…), si ottiene: 

)12(

0

12

)]([

)
2

(

)( −
∞

−

=∫
n

n

xTandu
u

Sinh

uxCoshu
ππ  = h

n

h

h

n
xTana

2

0

2 )]([ ππ ∑
=

,                             (2c) 

Si chiede di fornire: 

1) l’espressione che definisce 0a  in funzione di n; 

2) l’espressione che definisce la  ∑
=

n

h

ha
0

 in funzione di n; 

3) l’espressione che definisce il rapporto   ∑
=

n

h

h aa
0

0/][  in funzione di n; 

4) l’espressione che definisce na  in funzione di n. 

 

 

Problema n. 3c 

 

Partendo dalla relazione:  

)(

)
2

(

)(

0
xTandu

u
Sinh

uxSinh
ππ=∫

∞

,      
2

1
<x , 

e derivando, (2n) volte, rispetto ad x, (n = 1,2,3,…), si ottiene: 

)2(

0

2

)]([

)
2

(

)( n
n

xTandu
u

Sinh

uxSinhu
ππ=∫

∞

 = 12

0

12 )]([ +

=

+ ∑ h
n

h

h

n
xTanb ππ ,                        (3c). 

Si chiede di fornire : 

1) l’espressione che definisce 0b  in funzione di n; 
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2) l’espressione che definisce la ∑
=

n

h

hb
0

in funzione di n; 

3) l’espressione che definisce nb  in funzione di n. 

 

 

       Problema n.4c 

 

       Partendo dalla relazione 

 

)2(

0

2

)]([

)
2

(

)( n
n

xTandu
u

Sinh

uxSinhu
ππ=∫

∞

,          
2

1
<x , 

e ponendo, x = 0, dimostrare che: 

 

                                            1)12(
2

12

12

2
2

2

1

=−






 +

+
∑

=

h

h
n

h

B
h

n

n
,                              (4c) 

       dove hB2  rappresenta il numero di Bernoulli di indice 2h, (n = 1,2,3…). 

 

 

       Problema n. 5c 

 

       Partendo dalla relazione: 

 

)2(

0

2

)]([

)
2

(

)( n
n

xTandu
u

Sinh

uxSinhu
ππ=∫

∞

,      
2

1
<x , 

 e ponendo, x = ¼, dimostrare che: 

∑
≥

++

−

0
12)21(

)1(

k
n

k

k
 = )12()12(2

2

12
[

)!12(2

)1(
2

22

1
22

121

+−−






 +

+

−
∑

=
+

+−

nB
h

n

n
h

hh
n

h
n

nn π
] 

 

      dove hB2  rappresenta il numero di Bernoulli di indice 2h, (n = 1,2,3…). 

 

 

Problema n. 6c 
 

      Partendo dalla relazione: 

 

)12(

0

12

)]([

)
2

(

)( −
∞

−

=∫
n

n

xTandu
u

Sinh

uxCoshu
ππ ,      

2

1
<x , 

e ponendo, x = ¼, dimostrare che: 

n

nn

B
n

n 2

212

)!2(

2
)2(

π
ζ

−

=  

      dove nB2  rappresenta il numero di Bernoulli di indice 2n, (n = 1,2,3,…). 
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Problema n. 7c 
 

Partendo dalla relazione: 

h
n

h

h

nn
xTanaxTan

2

0

212( )]([)]([ ππππ ∑
=

− = ,      
2

1
<x , 

fornire l’espressione che definisce ha , (h = 0,1,2,3,…,n), in funzione di n, (n = 1,2,3,…). 

 

 

Problema n. 8c 

 

Partendo dalla relazione: 

12

0

12)2( )]([)]([ +

=

+ ∑= h
n

h

h

nn
xTanbxTan ππππ ,      

2

1
<x , 

fornire l’espressione che definisce hb , (h = 0,1,2,3,…,n), in funzione di n, (n = 1,2,3,…). 

 

 

Problema n. 1p 

 

      Partendo dalla relazione dei complementi: 

      
)(

)1()(
zSin

zz
π

π
=−ΓΓ , 0 < z <1,                                                                        

       e ponendo    z = x−
2

1
,        

dimostrare che: 

)(
)

2
(

)(

0 xCos
du

u
Cosh

uxCosh

π

π
=∫

∞

,         
2

1
<x ,                                                          (1p) 

 

Problema n. 2p 

 

Partendo dalla relazione 

)(
)

2
(

)(

0 xCos
du

u
Cosh

uxCosh

π

π
=∫

∞

,          
2

1
<x , 

e derivando, (2n-1) volte, rispetto ad x, (n = 1,2,3,…), si ottiene: 

== −
∞

−

∫
)12(

0

12

]
)(

[

)
2

(

)( n
n

xCos
du

u
Cosh

uxSinhu

π

π
 

)21(

0

1212 )21()1()()1(2 kxi

k

nknn eki +−

≥

−− ∑ +−−−= ππ                                                 (2p). 

Ciò premesso, si chiede di dimostrare che: 

1) 1)12(2
2

2

2

1
2

22

1

=−







∑

=
h

hh
n

h

B
h

n

n
 

           dove hB2  rappresenta il numero di Bernoulli di indice 2h; 

      2) ]
)43(

1

)41(

1
[)1(

22
0

nn
k

k

kk +
−

+
−∑

≥

 =  
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           = ]4)12(4
2

2
[

)!2(4

1

2

2
)1( 2

24

1
2

12
nB

h

n

n
n

hh
n

h
n

nn −−







− ∑

=

−π  

 

      Problema n. 3p 

 

Partendo dalla relazione 

)(
)

2
(

)(

0 xCos
du

u
Cosh

uxCosh

π

π
=∫

∞

,          
2

1
<x , 

e derivando, (2n) volte, rispetto ad x, (n = 1,2,3,…), si ottiene: 

== −
∞

∫
)12(

0

2

]
)(

[

)
2

(

)( n
n

xCos
du

u
Cosh

uxCoshu

π

π
 

       )21(

0

212 )21()1()1(2 kxi

k

nknn ek +−

≥

+ ∑ +−−= ππ                                                         (3p)      

Ciò premesso, si chiede di dimostrare che: 

      1) ∑
≥

++

−

0
12)21(

)1(

k
n

k

k
 = )]12()12(2

2

12
[

)!12(2

)1(
2

22

1
22

121

+−−






 +

+

−
∑

=
+

+−

nB
h

n

n
h

hh
n

h
n

nn π
; 

      2) =
+

+
+

−
++

≥

∑ ]
)43(

1

)41(

1
[)1(

1212
0

nn
k

k

kk
 

          = )]12(2)12(4
2

12
[

)!12(24

2)1(
2

22

1
12

121

+−−






 +

+

−
∑

=
+

+−

nB
h

n

n
h

hh
n

h
n

nn π
; 

            hB2  rappresenta il numero di Bernoulli di indice 2h. 

 

       Problema n. 4p 

 

      Utilizzando la relazione 

     
zSint

dtt
z

π

π
=

+∫
∞

−

0

1

1
, 0 <z <1, 

      e ponendo z = 1/n, con n > 1, dimostrare che: 

     n
n

k
Cos

n

k
osCk

n

k

=
−

−∑
=1

]
)1(22

[
ππ

 

 

 

 Fiuggi, Agosto 2010 

Dott. Ing. Pasquale Cutolo 
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Risoluzione dei problemi di Analisi Matematica proposti dal Dott. Ing. Pasquale Cutolo 

 

Risoluzione del Problema n. 1c 

 

E’ nota la seguente relazione dei complementi: 

)(
)1()(

zSin
zz

π

π
=−ΓΓ ,       0 < z <1                                                                               (1c.1) 

essendo, zz
etz

−
∞

−

∫=Γ
0

1)( , la ben nota funzione di Eulero di seconda specie. 

Ponendo, nella (1c.1), xz −=
2

1
, e prendendo il logaritmo naturale di ambo 

i membri della (1c.1), otteniamo: 

)
2

1
(ln x−Γ + )

2

1
(ln x+Γ  = )(lnln xCos ππ −                                                                   (1c.2) 

Derivando, rispetto ad x, i due membri della (1c.2), ricaviamo: 

)()
2

1
()

2

1
( xTanxx ππ=−Ψ−+Ψ ,                                                                                    (1c.3) 

essendo 
)(

)('
)(

x

x
x

Γ

Γ
=Ψ , e )( xTan π rappresenta la tangente di )( xπ . 

Ricordando che γ+
−

−
=Ψ ∫

−

dt
t

t
x

x
1

0

1

1

1
)( , essendo γ  la costante di  

Eulero-Mascheroni, dalla (1c.3) ricaviamo: 

 

due
e

ee
etdt

t

tt u

u

xuxu
u

xx
−

∞

−

−−−−−
−

−−−

∫∫ −

−
===

−

−
0

)2/1()2/1(
1

0

2/12/1

1
)(

1
 = 

= du
uSinh

uxSinh
du

e

eee
u

uuxux

∫∫
∞∞

−

=
−

−
00

2/

)2/(

)(

1

)(
 = )( xTan ππ  ,    

2

1
<x                                   (1c.4) 

 

 

Risoluzione del Problema n. 2c 

 

Punto 1)-Derivando, (2n-1) volte, rispetto ad x, (n = 1,2,3,…), la relazione: 

 

du
uSinh

uxSinh
∫

∞

0 )2/(

)(
 = )( xTan ππ , ricaviamo: 

du
uSinh

uxCoshu
n

∫
∞

−

0

12

)2/(

)(
 = )12()]([ −nxTan ππ  = h

n

h

h

n
xTana

2

0

2 )]([ ππ ∑
=

                                      (2c.1) 

Dalla (2c.1) ricaviamo: 

)12()]([ −nxTan ππ  = )12(

2
)]

1

2
1([ −

+
− n

ix
ei π

π
 = ∑

≥

−+−−
−

0

)12()1(2 ])1([
2

k

nkixk e
i

ππ
 = 

= ∑
≥

+−−+−−
−

0

)1(212)]1(2[)1(
2

k

kixnk eki
i

ππ
π

, 1−=i ; sostituendo k a (1+k), abbiamo: 

 
)12()]([ −nxTan ππ  = ∑

≥

−−−−
1

21222 )1()1(2
k

ixknknnn ek ππ                                                         (2c.2) 

Ponendo, nella (2c.1) e (2c.2), x = 0, troviamo: 



 6 

du
uSinh

u
n

∫
∞

−

0

12

)2/(
 = 0

2
a

nπ  = ∑
≥

−−−
1

1222 )1()1(2
k

nknnn kπ                                                   (2c.3) 

Osserviamo che: 

 

=−−=− ∑∑∑
≥

−

≥

−

≥

−

1

12

1

12

1

12 )12()2()1(
k

n

k

n

k

nk kkk    

=−+−− ∑∑∑∑
≥

−

≥

−

≥

−

≥

− ])2()2()12([)2(
1

12

1

12

1

12

1

12

k

n

k

n

k

n

k

n kkkk  

= ∑∑∑
≥

−

≥

−

≥

− +−
1

12

1

12

1

12 )2()2(
k

n

k

n

k

n kkk = )21()12( 2 nn −− ζ ;                                               (2c.4) 

ricordando che 
n

B
n n

2
)21( 2−=−ζ , e   0)2( =− nζ , 

troviamo che: )
2

)(12()1( 22

1

12

n

B
k nn

k

nk −−=−∑
≥

−                                                               (2c.5) 

essendo nB2  il numero di Bernoulli di indice 2n, mentre )(sζ  è la funzione 

 Zeta di Riemann, definita da: ∑
≥

=
1

1
)(

k
sk

sζ , Re(s) > 1. 

Sostituendo il risultato della (2c.5) nella (2c.3), otteniamo: 

0

2
a

nπ  = 
n

B nnnnn

2
)12()1(2 22122 −− −π  

Ricordando che nn

n
BB 22

1)1( =− − , abbiamo: 

0a  = 
n

B nnnn

2
)12()1(2 2212 −− −  = 

n

B nnn

2
)12(2

222 −                                                           (2c.6) 

che rappresenta il termine noto, in funzione di n, del polinomio in )( xTan π ,  

di grado 2n. 

Osserviamo che, per n intero positivo, 0a  risulta sempre intero positivo; 

poiché nB2  è dato dal rapporto di due numeri interi, indicando con p e q  

detti numeri interi, ( nB2  = p/q), l’espressione (2c.6) indica che 0a  è un multiplo  

intero del numero intero q e di 2n. 

L’espressione di 0a  possiamo ricavarla anche utilizzando la relazione (2c.3), cioè: 

du
uSinh

u
n

∫
∞

−

0

12

)2/(
 = 0

2
a

nπ   = dueeu
k

ukun ∑∫
≥

−−
∞

−

0

2/

0

122  = =

+

−
∑

≥0 2)
2

1
(

)!12(
2

k nk

n
 

= ∑
≥

+

+
−

0
2

12

)21(

1
)!12(2

k
n

n

k
n ; ma  

=
+

∑
≥0

2)21(

1

k
n

k
∑

≥ +0
2)21(

1

k
n

k
+ −∑

≥1
2)2(

1

k
n

k
∑

≥1
2)2(

1

k
n

k
= −∑

≥1
2)(

1

k
n

k
∑

≥1
2)2(

1

k
n

k
= 

= )2()21( 2 nn ζ−− ; 

ricordando che:          )2( nζ  = n

nn

B
n

2

212

)!2(

2 π−

 ,                                                               (2c.7) 

 otteniamo:   

∑
≥

+

+
−

0
2

12

)21(

1
)!12(2

k
n

n

k
n = )21()!12(2 212 nn n −+ −− n

nn

B
n

2

212

)!2(

2 π−

= 0

2
a

nπ , da cui: 
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0a  = 
n

B nnn

2
)12(2

222 −  

La relazione (2c.6) è stata verificata con un programma di matematica. 

 

Punto 2) -Utilizzando le relazioni (2c.1) e (2c.2), e ponendo, x = ¼, troviamo: 

∑
=

n

h

h

n
a

0

2π  = ∑
≥

−−−−
1

4/21222 )1()1(2
k

iknknnn ek ππ  = ∑
≥

− −−−
1

1222 )()1()1(2
k

knknnn ikπ , cioè: 

∑
=

n

h

ha
0

= ∑
≥

−−
1

122 )()1(2
k

nknn ki = 12

1

12

1

122 )12()()2()1([)1(2 −

≥

−

≥

− −+−− ∑∑ n

k

k

k

nknn kik ]; 

uguagliando le parti reali, troviamo: 

∑
=

n

h

ha
0

= ∑
≥

−−−
1

122 )2()1()1(2
k

nknn k  ; 

utilizzando la (2c.4), abbiamo:  

∑
=

n

h

ha
0

 = nnnnn 21()12()1(22 2122 −−−− ζ ) = 
n

B nnnn

2
)12()1(2 22114 −− −−  =  

= 
n

B nnn

2
)12(2

2214 −− ,                                                                                                       (2c.8) 

La relazione (2c.8) è stata verificata con un programma di matematica. 

 

Punto 3)- Dividendo il risultato della (2c.8) con quello della (2c.6), otteniamo: 

                (∑
=

n

h

ha
0

)/ 0a  = 122 −n                                                                                           (2c.9) 

 

Punto 4)- Derivando successivamente, (2n-1) volte, rispetto ad x, la funzione )(xTan , 

constatiamo facilmente che il coefficiente na del termine di grado 2n, del 

polinomio  h
n

h

h xTana
2

0

)]([∑
=

, è uguale a (2n-1)! 

 

Risoluzione del Problema n. 3c 

 

Punto 1)-Derivando, (2n) volte, rispetto ad x, (n = 1,2,3,…), la relazione: 

 

du
uSinh

uxSinh
∫

∞

0 )2/(

)(
 = )( xTan ππ , otteniamo: 

du
uSinh

uxSinhu
n

∫
∞

0

2

)2/(

)(
 = nxTan 2)]([ ππ = 12

0

12 )]([ +

=

+ ∑ h
n

h

h

n
xTanb ππ   = 

= ∑
≥

+−−
−

0

)2()1(2 ])1([
2

k

nkixk e
i

ππ
= ∑

≥

+−+−−
−

0

)1(222 )1()2()1(
2

k

kixnnk eki
i

ππ
π

= 

= ∑
≥

−
+

−
−

1

22
12

)1(
)1()2(

k

ixknk
nn

ek
i

ππ
,       

2

1
<x ,                                                               (3c.1) 

Ponendo nella precedente (3c.1), x = ¼, abbiamo: 

du
uSinh

uSinhu
n

∫
∞

0

2

)2/(

)4/(
 = ∑

=

+
n

h

h

n
b

0

12π  = ∑
≥

+

−−
−

1

2
12

)()1(
)1()2(

k

knk
nn

ik
i

π
, da cui: 
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∑
=

n

h

hb
0

= ∑
≥

+ −

1

2
12

)()(
)1(2

k

nk
nn

ki
i

, ma ∑
≥1

2)()(
k

nk ki  = ∑
≥

−
1

2)2()1(
k

nk k +∑
≥

− −
1

212 )12()(
k

nk ki ; 

quindi: ∑
=

n

h

hb
0

= 
i

nn )1(2 12 −+

[∑
≥

−
1

2)2()1(
k

nk k +∑
≥

− −
1

212 )12()(
k

nk ki ]. 

Dalla precedente, uguagliando le parti reali, ricaviamo: 

∑
=

n

h

hb
0

 = 
i

nn )1(2 12 −+

∑
≥

− −
1

212 )12()(
k

nk ki = n

k

knn k 2

1

112 )12()1()1(2 −−− ∑
≥

−+ , ma: 

n

k

k k 2

1

)12()1( −−∑
≥

 = n

k

k k 2

1

)21()1( −−∑
≥

 = h

k h

k
k

h

n
)2(

2
)1(

1 0

−







−∑ ∑

≥ ≥

= 

=∑
≥

−
1

)1(
k

k + h

k

kh

h

k
h

n
∑∑

≥≥

−−








11

)1()2(
2

;  

poiché                      ∑
≥

−=−
1 2

1
)1(

k

k  ,                                                                              (3c.2) 

e ricordando che:   0)2( =− nζ , otteniamo: 

n

k

k k 2

1

)12()1( −−∑
≥

 = 12

1

12

1

)1()2(
12

2

2

1 −

≥

−

≥

∑∑ −−








−
+− h

k

kh

h

k
h

n
 

Ricordando che : 12

1

)1( −

≥

∑ − h

k

k k  = )21()12( 2 hh −− ζ  = )
2

)(12( 22

h

B hh −− , abbiamo: 

n

k

k k 2

1

)12()1( −−∑
≥

 = 
h

B

h

n h
hh

h 2
)12()2(

12

2

2

1 2
212

1

−−








−
−− −

≥

∑ ; 

osserviamo che: 






 +

+
=









− h

n

nhh

n

2

12

12

1

2

1

12

2
; pertanto: 

n

k

k k 2

1

)12()1( −−∑
≥

 = h

hh

h

B
h

n

n
2

212

1

)12()2(
2

12

12

1

2

1
−−







 +

+
−− −

≥

∑ , e quindi, 

essendo:               ∑
=

n

h

hb
0

= n

k

knn k 2

1

112 )12()1()1(2 −−− ∑
≥

−+  , abbiamo: 

∑
=

n

h

hb
0

= 12 )1(2 −− nn 1)12(2
2

12

12

1
[ 2

22

1

−−






 +

+
∑

=
h

hh
n

h

B
h

n

n
]                                              (3c.3) 

La relazione (3c.3) è stata verificata con un programma di matematica. 

 

Punto 2)- Ponendo, nella (3c.1), txTan =)(π , da cui )(tArcTanx =π , abbiamo: 

 

du
uSinh

tArcTanuSinhu
n

∫
∞

0

2

)2/(

)](
1

[
π = 12

0

12 ][ +

=

+ ∑ h
n

h

h

n
tbπ                                                             (3c.4) 

Derivando la precedente, rispetto a (t), e ponendo dopo, t = 0, troviamo: 

du
uSinh

tArcTanuSinhu

D
t

n

t ∫
∞

→ 0

2

)2/(

)](
1

[

0

lim π = 
π

1
du

uSinh

u
n

∫
∞

+

0

12

)2/(
= 0

12
b

n+π , da cui: 
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dueeu
k

ukun ∑∫
≥

−−
∞

+

0

2/

0

122

π
 = ∑

≥ ++

+

0 22)
2

1
(

)!12(2

k nk

n

π
= ∑

≥
+

+

+

+

0
22

32

)21(

1)!12(2

k
n

n

k

n

π
; 

ricordando che: )22(]21[
)21(

1 )22(

0
22

+−=
+

+−

≥
+∑ n

k

n

k
n

ζ , otteniamo: 

0

12
b

n+π  = )22(]21[
)!12(2 )22(

32

+−
+ +−

+

n
n n

n

ζ
π

 = )22()12(
)!12(2 22 +−

+ +
n

n n ζ
π

; 

ma:      22

2212

)!22(

2
)22( +

++

+
=+ n

nn

B
n

n
π

ζ , e quindi: 

0b  = 22

1222 2)12(
1

1
+

++ −
+

n

nn
B

n
                                                                                      (3c.5) 

La relazione (3c.5) è stata verificata con un programma di matematica. 

 

 

Punto 3)-  Derivando successivamente, (2n) volte, rispetto ad x, la funzione )(xTan , 

constatiamo facilmente che il coefficiente nb del termine di grado 2n+1, del 

polinomio  12

0

)]([ +

=

∑ h
n

h

h xTanb , è uguale a (2n)! 

 

Risoluzione del Problema n. 4c 

 

Utilizzando la relazione 

 

du
uSinh

uxSinhu
n

∫
∞

0

2

)2/(

)(
 = 

n
xTan

2)]([ ππ  = ∑
≥

+−+−−
−

0

)1(222 )1()2()1(
2

k

kixnnk eki
i

ππ
π

, 

e ponendo, x = 0, otteniamo: 

∑
≥

+−
0

2)1()1(
k

nk k  = 0, da cui: 

∑
≥

+−
0

2)1()1(
k

nk k  = 1+ h

k oh

k
k

h

n
∑ ∑

≥ ≥








−

1

2
)1(  = 1+∑

≥

−
1

)1(
k

k + ∑∑
≥≥

−








11

)1(
2

k

hk

h

k
h

n
; 

ricordiamo che: ∑
≥

−=−
1 2

1
)1(

k

k , e 0)2( =− hζ , (h = 1,2,3,…); pertanto: 

∑
≥

+−
0

2)1()1(
k

nk k  = ∑∑
≥

−

≥

−








−
+

1

12

1

)1(
12

2

2

1

k

hk

h

k
h

n
; 

ricordiamo che: ∑
≥

−−
1

12)1(
k

hk k  = )21()12( 2 hh −− ζ = )
2

)(12( 22

h

B hh −− , e quindi: 

∑
≥

+−
0

2)1()1(
k

nk k  = ∑
≥










−
+

1 12

2

2

1

h h

n
)

2
)(12( 22

h

B hh −− ; 

ricordando che: 






 +

+
=









− h

n

nhh

n

2

12

12

1

2

1

12

2
, troviamo: 

h

h

h

B
h

n

n
2

2

1

)12(
2

12

12

1

2

1
−







 +

+
− ∑

≥

 = 0, da cui: 
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                                   1)12(
2

12

12

2
2

2

1

=−






 +

+
∑

=

h

h
n

h

B
h

n

n
                                                  (4c.1) 

La formula (4c.1) è stata verificata con un programma di matematica.  

 

 

Risoluzione del Problema n. 5c 

 

Utilizzando la relazione 

 

du
uSinh

uxSinhu
n

∫
∞

0

2

)2/(

)(
 = nxTan 2)]([ ππ  = ∑

≥

+−+−−
−

0

)1(222 )1()2()1(
2

k

kixnnk eki
i

ππ
π

, 

e ponendo, x = ¼, troviamo: 

du
uSinh

uSinhu
n

∫
∞

0

2

)2/(

)4/(
 = du

uCosh

u
n

∫
∞

0

2

)4/(2
 = dueeu

ukk

k

un 2/

0

4/

0

2 )1( −

≥

−
∞

∑∫ −  = 

=
120 )

24

1
(

)!2(
)1(

+≥ +

−∑
nk

k

k

n
= ∑

≥
+

+

+

−

0
12

12

)21(

)1(
)!2(4

k
n

k
n

k
n ; 

∑
≥

+−+−−
−

0

)1(222 )1()2()1(
2

k

kixnnk eki
i

ππ
π

= nnn )1(2 1212 −++ π ∑
≥

+
0

2)1()(
k

nk ki =  

= nnn )1(2 1212 −++ π [∑
≥

+−
0

2)21()1(
k

nk k + n

k

k ki 2

1

12 )2()(∑
≥

− ]= ∑
≥

+

+

+

−

0
12

12

)21(

)1(
)!2(4

k
n

k
n

k
n ; 

uguagliando le parti reali, abbiamo: 

∑
≥

+

+

+

−

0
12

12

)21(

)1(
)!2(4

k
n

k
n

k
n  = nnn )1(2 1212 −++ π ∑

≥

+−
0

2)21()1(
k

nk k ; 

∑
≥

+−
0

2)21()1(
k

nk k =1+ h

k h

k
k

h

n
)2(

2
)1(

1 0

∑ ∑
≥ ≥









− =1+∑

≥

−
1

)1(
k

k + ∑∑
≥≥

−








11

)1(2
2

k

hkh

h

k
h

n
; 

ricordando che ∑
≥

−=−
1 2

1
)1(

k

k , e che 0)2( =− hζ , (h = 1,2,3,…), otteniamo: 

∑
≥

+−
0

2)21()1(
k

nk k = +
2

1
∑∑

≥

−−

≥

−








− 1

1212

1

)1(2
12

2

k

hkh

h

k
h

n
=  

= )
2

)(12(2
12

2

2

1 2212

1 h

B

h

n
hhh

h

−−








−
+ −

≥

∑ = h

hh

h

B
h

n

n
2

212

1

)12(2
2

12

12

1

2

1
−







 +

+
− −

≥

∑ ; quindi: 

∑
≥

+

+

+

−

0
12

12

)21(

)1(
)!2(4

k
n

k
n

k
n = 11212 )1(2 −++ − nnn π [- h

hh

h

B
h

n

n
2

212

1

)12(2
2

12

12

1

2

1
−







 +

+
+ −

≥

∑ ]; cioè: 

∑
≥

++

−

0
12)21(

)1(

k
n

k

k
= 

)!12(2

)1(
22

112

+

−
+

−+

n
n

nnπ
)]12()12(2

2

12
[ 2

22

1

+−−






 +
∑

=

nB
h

n
h

hh
n

h

                          (5c.1) 

La formula (5c.1) è stata verificata con un programma di matematica.  

 

 

Risoluzione Problema n. 6c 
 

Utilizzando la relazione 
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du
uSinh

uxCoshu
n

∫
∞

−

0

12

)2/(

)(
 = ∑

≥

−−−−
1

21222 )1()1(2
k

ixknknnn ek ππ , 

e ponendo, x = ¼, troviamo: 

du
uSinh

uCoshu
n

∫
∞

−

0

12

)2/(

)4/(
= du

uSinh

u
n

∫
∞

−

0

12

)4/(2
= dueeu

k

ukun∑∫
≥

∞
−−−

0
0

2/4/12  =  

= ∑
≥ +

−

0 2)
24

1
(

)!12(

k nk

n
 = ∑

≥ +
−

0
2

2

)21(

1
)!12(4

k
n

n

k
n  = 

k

k

nknnn ik∑
≥

− −−−
1

1222 )()1()1(2 π ; 

ricordando che   )2()21(
)21(

1 2

0
2

n
k

n

k
n

ζ−

≥

−=
+

∑ , (n = 1,2,3,…), abbiamo: 

∑
≥ +

−
0

2

2

)21(

1
)!12(4

k
n

n

k
n = )2()!12)(12(2 22 nnnn ζ−−  = 

k

k

nnnn ik∑
≥

−−
1

1222 )()1(2 π ; 

ricordando che la parte reale della sommatoria
k

k

n ik∑
≥

−

1

12 )(  è data da
k

k

nk∑
≥

− −
1

12 )1()2( , 

e poiché 
k

k

nk∑
≥

− −
1

12 )1()2(  = 
k

k

nn k∑
≥

−− −
1

1212 )1(2  = )21()12(2 212 nnn −−− ζ =  

= )
2

)(12(2 2212

n

B nnn −−− , abbiamo: 

)2()!12)(12(2 22 nnnn ζ−−  = )
2

)(12(2)1(2 221222

n

B nnnnnn −−− −π , da cui : 

n

n
nn

B
n

n 2

1
212

)1(
)!2(

2
)2( −

−

−=
π

ζ  = n

nn

B
n

2

212

)!2(

2 π−

                                                                (6c.1) 

Ricordiamo che nel procedimento abbiamo utilizzato le formule: 

)2()21(
)21(

1 2

0
2

n
k

n

k
n

ζ−

≥

−=
+

∑ ,  
n

B
n n

2
)21( 2−=−ζ    ,    nn

n
BB 22

1)1( =− −       

 

 

Risoluzione del Problema n. 7c        

 

Riprendiamo la formula indicata in (2c.2) 

 

 )12()]([ −nxTan ππ = h
n

h

h

n
xTana

2

0

2 )]([ ππ ∑
=

 = ∑
≥

−−−−
1

21222 )1()1(2
k

ixknknnn ek ππ ,                 (7c.1) 

e poniamo txTan =)(π , da cui:   )(tArcTanx =π = 
it

it

i −

+

1

1
ln

2

1
,  

che sostituita nella (7c.1) fornisce: 

h
n

h

hta
2

0

∑
=

 = ∑
≥

−

+
−

−−−
1

1

1
ln

122 )1()1(2
k

it

it
k

nknn ek  = k

k

nknn

it

it
k )

1

1
()1()1(2

1

122 ∑
≥

−

+

−
−− ;                 (7c.2) 

derivando la (7c.2), (2h) volte, rispetto a t, e ponendo dopo, t = 0, abbiamo: 

)!2( hah  = )2(

0

1

122 ])
1

1
()1()1(2[ h

t

k

k

nknn

it

it
k =

≥

−∑
+

−
−− ; 

ora, )2(

0])1()1[( h

t

kk
itit =

−+−  = )()2(
2

0

])1[(])1[(
2

0

lim
jkjhk

h

j

itit
j

h

t

−−

=

+−








→
∑ = 
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=
)(

))((

)21(

))(1(2 22

0 k

ijk

jhk

ik

j

h jjhh

j Γ

−+Γ

+−+Γ

−+Γ







 −

=

∑  = 
)21(

)(
)1(

22

0 jhk

jk
k

j

h
h

h

j +−+Γ

+Γ
−








∑

=

= 

= )12)...(2)(1()1(
22

0

+−+−+−+−







∑

=

hjkjkjkk
j

h
h

h

j

; 

ricordiamo che nello sviluppo delle derivate abbiamo utilizzate le formule seguenti: 

nnn

x bxab
n

bxaD −+
−+Γ

+Γ
=+ αα

α

α
)(

)1(

)1(
)()( ; nnn

x bxab
n

bxaD −−− +−
Γ

+Γ
=+ ββ

β

β
)()(

)(

)(
)()( ; 

inoltre, ricordiamo la ben nota relazione: 

x(x-1)(x-2)…(x-n+1) = ∑
=

n

k

k
xknS

0

),( ,  

dove S(n,k) rappresentano i numeri di Stirling di prima specie. 

Pertanto: )12)...(2)(1()1(
22

0

+−+−+−+−







∑

=

hjkjkjkk
j

h
h

h

j

= 

= ( ) u
h

u

h
h

j

jkuhSk
j

h
)1(,12)1(

2 12

0

2

0

−+−−







∑∑

−

==

= ( ) pup

p

h

u

h
h

j

jk
p

u
uhSk

j

h −

≥

−

==

−







−−








∑∑∑ )1(,12)1(

2

0

12

0

2

0

; 

quindi: )!2( hah  = ∑
≥

−−
1

22 )1()1(2
k

nknn k ( ) pup

p

h

u

h
h

j

jk
p

u
uhS

j

h −

≥

−

==

−







−−








∑∑∑ )1(,12)1(

2

0

12

0

2

0

= 

= ( ) pn

k

kpu

p

h

u

h

j

hnn
kj

p

u
uhS

j

h +

≥

−

≥

−

==

∑∑∑∑ −−







−








−− 2

10

12

0

2

0

2 )1()1(,12
2

)1()1(2 ; 

sappiamo che )22( pn −−ζ =0, (n + p intero > 0), e quindi: 

)!2( hah  = ( ) 122

1

12

1

12

0

2

0

2 )1()1(
12

,12
2

)1()1(2 −+

≥

+−

≥

−

==

∑∑∑∑ −−








−
−








−− pn

k

kpu

p

h

u

h

j

hnn
kj

p

u
uhS

j

h
; 

sappiamo che: 

∑
≥

−+−
1

122)1(
k

pnk k = )221()12( 22 pnpn −−−+ ζ = )
22

)(12(
2222

pn

B pnpn

+
−−

++ ;  

quindi: )!2( hah  =  

= ( )
pn

B
j

p

u
uhS

j

h pnpnpu

p

h

u

h

j

hnn

22
)12()1(

12
,12

2
)1()1(2

222212

1

12

0

2

0

12

+
−−









−
−








−−

+++−

≥

−

==

− ∑∑∑ ;    (7c.3) 

osserviamo che nello sviluppo della relazione precedente (7c.3), al variare di j, u, p, 

si presentano valori indeterminati )0( 0 . Per evitare detti inconvenienti calcoliamo 

l’espressione precedente per j = 0,  per j = 1, e per j > 1. 

Così operando, troviamo: 

1) per j = 0, )12)...(2)(1()1(
22

0

+−+−+−+−







∑

=

hjkjkjkk
j

h
h

h

j

= 

       = )12)...(2)(1()1( +−−−− hkkkkh = ∑
=

−
h

u

uh
kuhS

2

0

),2()1( ; 

       [ 0])!2( =jh ha = ∑
≥

−−−
1

122 )1()1(2
k

nknn k ∑
=

−
h

u

uh
kuhS

2

0

),2()1( = 

                           = hnn )1()1(22 −− 12

1

2

0

)1(),2( −+

≥=

∑∑ − un

k

k
h

u

kuhS = 

                           = hnn )1()1(22 −− 122

10

)1()2,2( −+

≥=

∑∑ − un

k

k
h

u

kuhS = 
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                           = )221()12()2,2()1()1(2 22

0

2
unuhS

un
h

u

hnn −−−−− +

=

∑ ζ = 

                           =
un

B
uhS unun

h

u

hnn

22
)12()2,2()1()1(2 2222

0

12

+
−−− ++

=

− ∑                               

2) per j = 1, )12)...(2)(1()1(
22

0

+−+−+−+−







∑

=

hjkjkjkk
j

h
h

h

j

= 

      = )22)...(1)(()1(2 +−−− hkkkhk h = u
h

u

h
kuhShk ∑

−

=

−−
12

0

),12()1(2 ; 

     1])!2( =jh ha  = ∑
≥

−−−
1

122 )1()1(2
k

nknn k u
h

u

h
kuhShk ∑

−

=

−−
12

0

),12()1(2 = 

                        = un
h

u k

khnn
kuhSh

+
−

= ≥

+ ∑ ∑ −−−− 2
12

0 1

12 )1(),12()1()1(2 = 

                        = 122

1 1

12 )1()12,12()1()1(2 −+

= ≥

+ ∑ ∑ −−−−− un
h

u k

khnn
kuhSh ; pertanto: 

)!2( hah  = 
un

B
uhS unun

h

u

hnn

22
)12()2,2()1()1(2 2222

0

12

+
−−− ++

=

− ∑ + 

              + 122

1 1

12 )1()12,12()1()1(2 −+

= ≥

+ ∑ ∑ −−−−− un
h

u k

khnn
kuhSh + 

+ ( )
pn

B
j

p

u
uhS

j

h pnpnpu

p

h

u

h

j

hnn

22
)12()1(

12
,12

2
)1()1(2

222212

1

12

0

2

0

12

+
−−









−
−








−−

+++−

≥

−

==

− ∑∑∑ . 

                       

In definitiva, ricaviamo: 

           ha  = 
un

B
uhS

h

unun
h

u

hn
n

22
)12()2,2([)1()1(

)!2(

2 2222

0

1
2

+
−−− ++

=

− ∑ + 

                          +
un

B
uhSh un

h

u

un

22
)12)(12,12(2 22

1

22

+
−−− +

=

+∑ + 

+ ( ) ]
22

)12()1(
12

,12
2 222212

]2/)1[(

1

12

0

2

2 pn

B
j

p

u
uhS

j

h pnpnpu
u

p

h

u

h

j +
−−









−
−







 +++−
+

=

−

==

∑∑∑ .                    (7c.4) 

                 

Per h = 0, ritroviamo la formula: 0a = 
n

B nnn

2
)12(2

222 −  

Per h = n, ricaviamo: 

na  = 
un

B
unS

n

unun
n

u

n

22
)12()2,2([

)!2(

2 2222

0

2

+
−− ++

=

∑ + 

        
un

B
unSn un

n

u

un

22
)12)(12,12(2 22

1

22

+
−−−+ +

=

+∑ + 

        ( ) ]
22

)12()1(
12

,12
2 222212

]2/[

1

12

0

2

2 pn

B
j

p

u
unS

j

n pnpnpu
u

p

n

u

n

j +
−−









−
−








+

+++−

=

−

==

∑∑∑ =(2n-1)!   (7c.5) 

Le relazioni (7c.4) e (7c.5) sono state verificate con un programma di matematica. 

La verifica della (7c.5) conferma quanto asserito nella soluzione del problema  

n. 2c, Punto 4. 
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Risoluzione del Problema n. 8c 

 

Riprendiamo le formule indicate in (3c.1) 

 

n
xTan

2)]([ ππ = 12

0

12 )]([ +

=

+ ∑ h
n

h

h

n
xTanb ππ = ∑

≥

−−−
1

222)2()1(
2

k

ixknnk eki
i

ππ
π

,                    (8c.1) 

e poniamo txTan =)(π , da cui:   )(tArcTanx =π = 
it

it

i −

+

1

1
ln

2

1
,  

che sostituita nella (8c.1) fornisce: 

12

0

12 +

=

+ ∑ h
n

h

h

n
tbπ  = ∑

≥

−

+
−+

−
−

1

1

1
ln

2
12

)1(
)1()2(

k

it

it
k

nk
nn

ek
i

π
= 

= k

k

nk
nn

it

it
k

i
)

1

1
()1(

)1()2(

1

2
12

∑
≥

+

+

−
−

−π
;                                                                           (8c.2) 

derivando la (8c.2), (2h+1) volte, rispetto a t, e ponendo dopo, t = 0, abbiamo: 

 

)!12(12 ++
hbh

nπ  = )12(

0

1

2
12

])
1

1
()1(

)1()2(
[ +

=

≥

+

∑
+

−
−

− h

t

k

k

nk
nn

it

it
k

i

π
; 

ora, )12(

0])1()1[( +
=

−+− h

t

kk
itit  = )()12(

12

0

])1[(])1[(
12

0

lim
jkjhk

h

j

itit
j

h

t

−−+
+

=

+−






 +

→
∑ = 

=
)(

))((

)121(

))(1(12 1212

0 k

ijk

jhk

ik

j

h jjhh

j Γ

−+Γ

+−−+Γ

−+Γ







 + −++

=

∑ = 

=
)2(

)(
)()1(

1212

0 hjk

jk
ki

j

h
h

h

j −+Γ

+Γ
−−







 +
∑

+

=

=  

= )2)...(2)(1()()1(
1212

0

hjkjkjkki
j

h
h

h

j

−+−+−+−−






 +
∑

+

=

= 

= u
h

u

h
h

j

jkuhSki
j

h
)1(),2()()1(

12 2

0

12

0

−+−−






 +
∑∑

=

+

=

= 

= pup
u

p

h

u

h
h

j

jk
p

u
uhSki

j

h −

==

+

=

−







−−







 +
∑∑∑ )1(),2()()1(

12

0

2

0

12

0

; pertanto: 

)!12( +hbh  = 

= ∑
≥

+

−
−

1

2
12

)1(
)1(2

k

nk
nn

k
i

pup
u

p

h

u

h
h

j

jk
p

u
uhSki

j

h −

==

+

=

−







−−







 +
∑∑∑ )1(),2()()1(

12

0

2

0

12

0

= 

= ∑∑∑∑
≥

++−

==

+

=

−+ −−














 +
−−

1

12

0

2

0

12

0

112 )1()1(),2(
12

)1()1(2
k

pnkpu
u

p

h

u

h

j

hnn
kj

p

u
uhS

j

h
= 

= ∑∑∑∑
≥

++−

==

+

=

−+ −−














 +
−−

1

1222
]2/[

0

2

0

12

0

112 )1()1(
2

),2(
12

)1()1(2
k

pnkpu
u

p

h

u

h

j

hnn
kj

p

u
uhS

j

h
= 

   =
222

)12()1(
2

),2(
12

)1(2
2222222

]2/[

0

2

0

12

0

12

++
−−















 +
−

++++−

==

+

=

++ ∑∑∑
pn

B
j

p

u
uhS

j

h pnpnpu
u

p

h

u

h

j

hnn .     (8c.3) 

Anche qui, osserviamo che nello sviluppo della relazione precedente (8c.3),  
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al variare di j, u, p, si presentano valori indeterminati )0( 0 .  

Per evitare detti inconvenienti calcoliamo l’espressione precedente  

per j = 0,  per j = 1, e per j > 1. Così operando, troviamo: 

1) per j = 0, )2)...(2)(1()()1(
1212

0

hjkjkjkki
j

h
h

h

j

−+−+−+−−






 +
∑

+

=

= 

                      = )2)...(2)(1()()1( hkkkkih −−−−− = u
h

u

h
kuhSi ∑

+

=

+−−
12

0

),12()()1(  

0])!12( =+ jh hb = ∑
≥

+

−
−

1

2
12

)1(
)1(2

[
k

nk
nn

k
i

u
h

u

h
kuhSi ∑

+

=

+−−
12

0

),12()()1( = 

                              = ∑
+

=

−+ +−−
12

0

112 ),12()1()1(2
h

u

hnn
uhS ∑

≥

+−
1

2)1(
k

unk k = 

                              = ∑
=

−+ ++−−
h

u

hnn
uhS

0

112 )12,12()1()1(2 ∑
≥

++−
1

122)1(
k

unk k = 

                        =
222

)12()12,12()1()1(2 222222

0

12

++
−++−− ++++

=

+ ∑
un

B
uhS unun

h

u

hnn  

2) per j = 1, )2)...(2)(1()()1(
1212

0

hjkjkjkki
j

h
h

h

j

−+−+−+−−






 +
∑

+

=

= 

     = )21)...(1)(()()1)(12( hkkkkih h −+−−−+ = u
h

u

h
kuhSkih ∑

=

−−+
2

0

),2()()1)(12( = 

          1])!12( =+ jh hb = ∑
≥

+

−
−

1

2
12

)1(
)1(2

k

nk
nn

k
i

u
h

u

h
kuhSkih ∑

=

−−+
2

0

),2()()1)(12( = 

                                 = un

k

k
h

u

hnn
kuhSh

++

≥=

−+ ∑∑ −−+− 12

1

2

0

112 )1(),2()1)(12()1(2 = 

                                 = un

k

k
h

u

hnn
kuhSh

212

10

112 )1()2,2()1)(12()1(2 ++

≥=

−+ ∑∑ −−+− = 

                                 =
222

)12()2,2()1)(12()1(2 222222

0

12

++
−−+− ++++

=

+ ∑
un

B
uhSh unun

h

u

hnn ; 

Pertanto, ricaviamo: 

)!12( +hbh =
222

)12()12,12([)1()1(2 222222

0

12

++
−++−− ++++

=

+ ∑
un

B
uhS unun

h

u

hnn + 

                  +
222

)12()2,2()1)(12()1(2 222222

0

12

++
−−+− ++++

=

+ ∑
un

B
uhSh unun

h

u

hnn + 

+
222

)12()1(
2

),2(
12

)1(2
2222222

]2/[

0

2

0

12

2

12

++
−−















 +
−

++++−

==

+

=

++ ∑∑∑
pn

B
j

p

u
uhS

j

h pnpnpu
u

p

h

u

h

j

hnn ,        
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da cui: hb =
222

)12()12,12([)1()1(
)!12(

2 222222

0

12

++
−++−−

+
++++

=

+

∑
un

B
uhS

h

unun
h

u

hn
n

+ 

               +
222

)12()2,2()12( 222222

0 ++
−+ ++++

=

∑
un

B
uhSh unun

h

u

+ 

+ ]
222

)12()1(
2

),2(
12 2222222

]2/[

0

2

0

12

2 ++
−−















 + ++++−

==

+

=

∑∑∑
pn

B
j

p

u
uhS

j

h pnpnpu
u

p

h

u

h

j

                           (8c.4) 

Per h = 0, ritroviamo la formula: 0b  = 22

1222 2)12(
1

1
+

++ −
+

n

nn
B

n
 

Per h = n, ricaviamo: 

nb =
222

)12()12,12([
)!12(

2 222222

0

12

++
−++

+
++++

=

+

∑
un

B
unS

n

unun
n

u

n

+                      

+
222

)12()2,2()12( 222222

0 ++
−+ ++++

=

∑
un

B
unSn unun

n

u

]
222

)12()1(
2

),2(
12 2222222

]2/[

0

2

0

12

2 ++
−−















 +
+

++++−

==

+

=

∑∑∑
pn

B
j

p

u
unS

j

n pnpnpu
u

p

n

u

n

j

 = (2n)!              (8c.5) 

Le relazioni (8c.4) e (8c.5) sono state verificate con un programma di matematica. 

La verifica della (8c.5) conferma quanto asserito nella soluzione del problema  

n. 3c, Punto 3. 

 

 

Risoluzione del Problema n. 1p 

Punto 1)-Utilizzando la seguente relazione dei complementi: 

)(
)1()(

zSin
zz

π

π
=−ΓΓ ,       0 < z <1                                                                               

e ponendo,  xz −=
2

1
, otteniamo: 

)(
)

2

1
()

2

1
(

xCos
xx

π

π
=−Γ+Γ ,           

2

1
<x                                                                     (1p.1) 

essendo, zz
etz

−
∞

−

∫=Γ
0

1)( , la ben nota funzione di Eulero di seconda specie. 

=−Γ+Γ )
2

1
()

2

1
( xx dttt

xx 2/11
1

0

2/11 )1( +−−+− −∫ =
t

dt
t

x

+∫
∞

+−

10

2/11 = )( uet = = 

=
u

u
xu

e

due
e

+∫
∞

∞−

+−

1

)2/11( = +
+∫

∞
+−

u

u
xu

e

due
e

10

)2/11(

u

u
xu

e

due
e

−

−
∞

+−−

+∫ 10

)2/11( = 
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u

xu

e

du
e

+∫
∞

+

10

)2/1( +
u

xu

e

du
e

−

∞
+−

+∫ 10

)2/1( = 

=
2/2/0 uu

ux

ee

du
e

−

∞

+∫ +
2/2/0 uu

ux

ee

du
e

−

∞
−

+∫ = 

                               = ∫
∞

0 )2/(

)(
du

uCosh

uxCosh
=  

)( xCos π

π
,         

2

1
<x                                     (1p.2) 

 

 

 

Risoluzione del Problema n. 2p 

 

Utilizzando la relazione: 

 

∫
∞

0 )2/(

)(
du

uCosh

uxCosh
=

)( xCos π

π
,        

2

1
<x , 

e derivando, (2n-1) volte, rispetto ad x, (n = 1,2,3,…), e ponendo dopo, x = 0, 

otteniamo: 

 

∫
∞

−

→ 0

12

)2/(

)(

0

lim
du

uCosh

uxSinhu

x

n

 = 0; 

)12(

0]
)(

[ −
=
n

x
xCos π

π
 = )12(

0

)21(

0

)])([2 −

=

+−

≥

∑ − n

x

kxi

k

k e ππ = ∑
≥

−− +−−
0

1212 )21()()(2
k

nnk kiππ = 0, 

da cui: ∑
≥

−+−
0

12)21()1(
k

nk k  = 1 + ∑
≥

−+−
1

12)21()1(
k

nk k  = 1 + h

k

n

h

k
k

h

n
)2(

12
)1(

1

12

0

∑ ∑
≥

−

=







 −
− = 

=1+∑
≥

−
1

)1(
k

k + h

k

n

h

k
k

h

n
)2(

12
)1(

1

12

1

∑ ∑
≥

−

=







 −
−  = h

k

kh
n

h

k
h

n
∑∑

≥

−

=

−






 −
+−

1

12

1

)1(2
12

2

1
1 = 

= 12

1

12

1

)1(2
12

12

2

1 −

≥

−

=

∑∑ −








−

−
+ h

k

kh
n

h

k
h

n
= 

h

B

h

n
hhh

n

h 2
)12(2

12

12

2

1

2

1 222

1

−








−

−
− ∑

=

 = 0, da cui: 

                                         h

hh
n

h

B
h

n

n
2

22

1

)12(2
2

2

2

1
−








∑

=

 = 1                                               (2p.3) 

Nel procedimento per ricavare la (2p.3) abbiamo utilizzato le seguenti formule: 

∑
≥

−=−
1 2

1
)1(

k

k , 12

1

)1( −

≥

∑ − h

k

k k = )
2

)(12( 22

h

B hh −− , )21( h−ζ =
h

B h

2

2− , )2( h−ζ =0, 

.
hh

n

2

1

12

12









−

−
= 









h

n

n 2

2

2

1
 

La relazione (2p.3) è stata verificata con programma di matematica. 
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Punto 2) – Dalla relazione 

∫
∞

−

→ 0

12

)2/(

)(

4/1

lim
du

uCosh

uxSinhu

x

n

 = )12(

4/1]
)(

[ −
=
n

x
xCos π

π
= )12(

4/1

)21(

0

)])1([2 −

=

+−

≥

∑ − n

x

kxi

k

k e ππ , 

troviamo: ∫
∞

−

0

12

)2/(

)4/(
du

uCosh

uSinhu
n

 = ∫ ∑
∞

≥

−−−− −−
0

0

2/4/4/12 )1()( dueeeeu
k

ukkuuun = 

∫ ∑
∞

≥

−−−− −−
0

0

4/34/12 )()1( dueeeu
k

ukuukn = ]

)
4

3
(

1

)
4

1
(

1
[)1()!12(

220 nnk

k

kk

n

+

−

+

−− ∑
≥

= 

= ]
)43(

1

)41(

1
[)1(4)!12(

22
0

2

nn
k

kn

kk
n

+
−

+
−− ∑

≥

; 

)12(

4/1

)21(

0

)])1([2 −

=

+−

≥

∑ − n

x

kxi

k

k e ππ = ki

k

nnk ieki )()21()()1(2 4/

0

1212 −+−− −

≥

−−∑ πππ = 

= ∑
≥

−− +
−

−

0

124/2 )21()(
)1(

2
k

nki
n

n
kie

i

ππ ; 

∑
≥

−+
0

12)21()(
k

nk ki =∑
≥

−+−
0

12)41()1(
k

nk k +∑
≥

−− −
1

1212 )14()(
k

nk ki = 

=∑
≥

−+−
0

12)41()1(
k

nk k + ∑
≥

−−−
1

12)41()1(
k

nk ki ; quindi: 

∑
≥

−− +
−

−

0

124/2 )21()(
)1(

2
k

nki
n

n
kie

i

ππ = ∑
≥

−++−
0

122 )21()()1(2)1(
k

nknn
kiiπ = 

= )1(2)1(2 inn +−π  [∑
≥

−+−
0

12)41()1(
k

nk k + ∑
≥

−−−
1

12)41()1(
k

nk ki ] 

Prendendo la parte reale della precedente, abbiamo: 

= 2)1(2 nn −π  [∑
≥

−+−
0

12)41()1(
k

nk k ∑
≥

−−−−
1

12)41()1(
k

nk k ]= 

= 2)1(2 nn −π  [1+ h

k

n

h

k
k

h

n
)4(

12
)1(

1

12

0

∑ ∑
≥

−

=







 −
− ∑ ∑

≥

−

=

−






 −
−−

1

12

0

)4(
12

)1(
k

n

h

hk
k

h

n
]= 

= 2)1(2 nn −π  [1+ 12

1 1

)4(
12

12
)1( −

≥ =

∑ ∑ 








−

−
− h

k

n

h

k
k

h

n
∑ ∑

≥ =

−−








−

−
−−

1 1

12)4(
12

12
)1(

k

n

h

hk
k

h

n
]= 

= ∑∑
≥

−

=

−








−

−
+−

1

122

1

2 ])1(4
12

12

2

1
1[2)1(

k

hkh
n

h

nn
k

h

n
π = 
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= )]
2

)(12(4
12

12

2

1
1[2)1( 222

1

2

h

B

h

n
hhh

n

h

nn −−








−

−
+− ∑

=

π = 

= ]1)12(4
2

2

4

1
[2)1( 2

22

1

12 −−







− ∑

=

−
h

hh
n

h

nn
B

h

n

n
π ; pertanto: 

]
)43(

1

)41(

1
[)1(4)!12(

22
0

2

nn
k

kn

kk
n

+
−

+
−− ∑

≥

= 

= ]1)12(4
2

2

4

1
[2)1( 2

22

1

12 −−







− ∑

=

−
h

hh
n

h

nn
B

h

n

n
π , da cui: 

]
)43(

1

)41(

1
[)1(

22
0

nn
k

k

kk +
−

+
−∑

≥

=  

= ]4)12(4
2

2
[

)!2(2

4
2)1( 2

22

1

2
12

nB
h

n

n
h

hh
n

h

n
nn −−








− ∑

=

−
−π .                                                     (2p.4) 

La relazione (2p.4) è stata verificata con programma di matematica. 

 

Risoluzione del Problema n. 3p 

Punto 1)-Utilizzando la relazione: 

 

∫
∞

0 )2/(

)(
du

uCosh

uxCosh
=

)( xCos π

π
,        

2

1
<x , 

e derivando, (2n) volte, rispetto ad x, (n = 1,2,3,…), e ponendo dopo, x = 0, 

otteniamo: 

∫
∞

0

2

)2/(
du

uCosh

u
n

= )2(

0]
)(

[ n

x
xCos

=
π

π
= )2(

0

)21(

0

)])1([2 n

x

kxi

k

k e
=

+−

≥

∑ − ππ ; 

∫
∞

0

2

)2/(
du

uCosh

u
n

 = ∫ ∑
∞

≥

−− −
0

0

2/2 )1(2 dueeu
k

ukkun =
120 )

2

1
(

)!2(
)1(2

+≥ +

−∑
nk

k

k

n
= 

= ∑
≥

+

+

+

−

0
12

22

)21(

)1(
)!2(2

k
n

k
n

k
n ; 

)2(

0

)21(

0

)])1([2 n

x

kxi

k

k e
=

+−

≥

∑ − ππ = ∑
≥

+−−
0

22 )21()()1(2
k

nnk kiππ = ∑
≥

+ +−−
0

212 )21()1()1(2
k

nknn kπ = 

Ricordiamo che: 
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=∑
≥

+−
0

2)21()1(
k

nk k = h
n

hk

k
k

h

n
)2(

2
)1(1

2

01

∑∑
=≥









−+  = +−+∑

≥1

)1(1
k

k ∑∑
≥=

−








1

2

1

)1(2
2

k

hkh
n

h

k
h

n
= 

= ∑∑
≥

−−

=

−








−
+

1

1212

1

)1(2
12

2

2

1

k

hkh
n

h

k
h

n
= h

hh
n

h

B
h

n

n
2

22

1

)12(2
2

12

)12(2

1

2

1
−







 +

+
− ∑

=

 

∑
≥

+

+

+

−

0
12

22

)21(

)1(
)!2(2

k
n

k
n

k
n = nn )1(2 12 −+π ])12(2

2

12

)12(2

1

2

1
[ 2

22

1

h

hh

h

B
h

n

n
−







 +

+
− ∑

≥

= 

= 112 )1( −+ − nnπ ]1)12(2
2

12

)12(

1
[ 2

22

1

−−






 +

+
∑

≥

h

hh

h

B
h

n

n
,da cui: 

∑
≥

++

−

0
12)21(

)1(

k
n

k

k
= )]12()12(2

2

12
[

)!12(2

)1(
2

22

1
22

112

+−−






 +

+

−
∑

=
+

−+

nB
h

n

n
h

hh
n

h
n

nnπ
                           (3p.1) 

La formula (3p.1) è stata verificata con un programma di matematica. 

Punto 2)- Utilizzando la relazione: 

 

∫
∞

0 )2/(

)(
du

uCosh

uxCosh
=

)( xCos π

π
,        

2

1
<x , 

e derivando, (2n) volte, rispetto ad x, (n = 1,2,3,…), e ponendo dopo, x = 1/4, 

otteniamo: 

∫
∞

0

2

)2/(

)4/(
du

uCosh

uCoshu
n

= )2(

4/1]
)(

[ n

x
xCos

=
π

π
= )2(

4/1

)21(

0

)])1([2 n

x

kxi

k

k e
=

+−

≥

∑ − ππ ; 

∫
∞

0

2

)2/(

)4/(
du

uCosh

uCoshu
n

= ∫ ∑
∞

≥

−−− −+
0

0

2/4/4/2 )1()( dueeeeu
k

ukkuuun = 

= ∫∑
∞

−−−

≥

+−
0

2/4/4/2

0

)()1( dueeeeu
ukuuun

k

k = ∫∑
∞

−−−

≥

+−
0

4/34/2

0

)()1( dueeeu
ukuun

k

k = 

= ]

)
4

3
(

1

)
4

1
(

1
[)1()!2(

12120 ++≥ +

+

+

−∑
nnk

k

kk

n = ]
)43(

1

)41(

1
[)1(4)!2(

1212
0

12

++
≥

+

+
+

+
−∑ nn

k

kn

kk
n ; 

)2(

4/1

)21(

0

)])1([2 n

x

kxi

k

k e
=

+−

≥

∑ − ππ = ki

k

nnk ieki )()21()()1(2 4/

0

22 −+−− −

≥

∑ πππ = 

= ∑
≥

−+ +−
0

24/12 )21()()1(2
k

nkinn kie ππ ;  

ora, ∑
≥

− +
0

24/ )21()(
k

nki kie π = ∑
≥

+−+−
1

2)41()1(1)[1(
2

2

k

nk ki ∑
≥

−−−
1

2)14()1(
k

nk ki ]; 

prendendo le parti reali della relazione precedente, abbiamo: 
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])21()(Re[
0

24/ ∑
≥

− +
k

nki kie π = ∑
≥

+−+
1

2)41()1(1[
2

2
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nk k ∑
≥

−−−
1

2)41()1(
k

nk k ]= 

= h

k

n

h

k
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h

n
)4(

2
)1(1[

2
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1

2
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∑ ∑
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







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n
)4(

2
)1(
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−







−−∑ ∑

≥ =

]= 
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1 1

)4(
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2
)1(1[

2

2 −

≥ =

∑ ∑ 








−
−+ h

k

n

h

k
k

h

n
12

1 0

)4(
12

2
)1( −

≥ =

−








−
−−∑ ∑ h

k

n

h

k
k

h

n
]= 

= ])1(4
12

2
21[

2

2

1

1212

1

∑∑
≥

−−

=

−








−
+

k

hkh
n

h

k
h

n
= 

=
h

B

h

n
hhh

n

h 2
)12(4

12

2
21[

2

2 2212

1

−








−
− −

=

∑ ]= h

hh
n

h

B
h

n

n
2

22

1

)12(4
2

12

)12(2

1
1[

2

2
−







 +

+
− ∑

=

]; 

]
)43(

1

)41(

1
[)1(4)!2(

1212
0

12

++
≥

+

+
+

+
−∑ nn

k

kn

kk
n = ∑

≥

−+ +−
0

24/12 )21()()1(2
k

nkinn kie ππ = 

= 112 )1( −+ − nnπ ]1)12(4
2

12

)12(2

1
[2 2

22

1

−−






 +

+
∑

=

h

hh
n

h

B
h

n

n
, da cui: 

]
)43(

1

)41(

1
[)1(

1212
0

++
≥ +

+
+

−∑ nn
k

k

kk
= 

=
)!12(24

2)1(
12

121

+

−
+

+−

n
n

nn π
)]12(2)12(4

2

12
[ 2

22

1

+−−






 +
∑

=

nB
h

n
h

hh
n

h

                                              (3p.2) 

La relazione (3p.2) è stata verificata con un programma di matematica. 

 

Risoluzione del problema n. 4p 

Utilizzando la relazione 

zSint

dtt
z

π

π
=

+∫
∞

−

0

1

1
, 0 < z < 1, 

e ponendo z = 1/n, con n > 1, otteniamo: 

n
Sin

t

dtt n

π

π
=

+∫
∞

−

0

1
1

1
= )( nut =  = ∫

∞
−−

+0

1)1
1

(

1 n

n
n

n

u

dunuu
 = ∫

∞

+0 1 n
u

du
n = 
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= ]
11

[
1

0

2
1

0 ∫∫ +
+

+

−

n

n

n
u

duu

u

du
n  = ∫ +

+ −
1

0

2

1

1
n

n

u

duu
n  

 

Ora, 
1

1

0

22 11

1

)1(
−

−

=

−−

∑
−

+
=

+

+
n

k

n

k k

n

k

n

n

nuuu

u
n

u

un
 = 

n

k

k
n

k k

n

k

u

u

uu

u
∑

−

=

−

−

+1

0

21
, 

dove 1−=n

ku ,  nki

k eu
/)12( += π , k = 0,1,2,3,…(n-1); quindi: 

=
+

+ −

n

n

u

un

1

)1( 2

kk

n

k

k
uuu

u
−

−−∑
−

=

1
)

1
(

1

0

; pertanto: 

n
Sin

t

dtt n

π

π
=

+∫
∞

−

0

1
1

1
= 1

0

1

0

])[ln(
1

( k

k

n

k

k uu
u

u −−−∑
−

=

 = )
1

1)[ln(
1

(
1

0 kk

n

k

k
uu

u −−−∑
−

=

= 

= )1ln()( /)12(/)12(
1

0

/)12( nkinki
n

k

nki
eee

+−+−
−

=

+ −−−∑ πππ ; 

]}/)12([]/)12([1ln{]1ln[ /)12( nniSinnkCose nki +++−=− +− πππ = 

= ++++− }])/)12([(])/)12([1{(ln
2

1 22
nnSinnkCos ππ

]/)12([1

]/)12([

nkCos

nkSin
iArcTan

+−

+

π

π
; 

]/)12([1

]/)12([

nkCos

nkSin
iArcTan

+−

+

π

π
=

)]2/()12([

)]2/()12([

nkSin

nkCos
iArcTan

+

+

π

π
= 

= )
12

1(
2]}/)12(1)[2/{(

]}/)12(1)[2/{(

n

k
i

nkCos

nkSin
iArcTan

+
−=

+−

+− π

π

π
; quindi: 

n
Sin

t

dtt n

π

π
=

+∫
∞

−

0

1
1

1
= )1ln()( /)12(/)12(

1

0

/)12( nkinki
n

k

nki
eee

+−+−
−

=

+ −−−∑ πππ , 

 da cui, uguagliando le parti reali, ricaviamo: 

 

n
Sin

π

π
= )}

12
1(

2
{]/)12([2

1

0 n

k
nkSin

n

k

+
−+∑

−

=

π
π , quindi: 

n
Sin

π

1
=∑

−

=

+
−−1

0

]/)12([)
12

(
n

k

nkSin
n

kn
π , cioè: 

n
n

SinnkSinkn
n

k

=+−−∑
−

=

π
π

1

0

]/)12([)12(  

 

Ricordando che : Cos(a+b) - Cos(a-b) = -2SinaSinb, otteniamo: 

n
n

k
Cos

n

k
Coskn

n

k

=−
+

−−−∑
−

=

]
2)1(2

)[
2

1
)(12(

1

0

ππ
; 

sostituendo, nella precedente relazione, k a k+1, troviamo: 

 

n
n

k
Cos

n

k
Coskn

n

k

2]
2)1(2

)[12(
1

=−
−

+−∑
=

ππ
;                                                               (4p.1) 

Inoltre, osserviamo che: 
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 0]
2)1(2

[
1

=−
−

∑
= n

k
Cos

n

k
Cos

n

k

ππ
, e quindi dalla (4p.1), ricaviamo: 

 n
n

k
Cos

n

k
Cosk

n

k

2]
2)1(2

)[2(
1

=−
−

−∑
=

ππ
, cioè: 

                                      n
n

k
Cos

n

k
Cosk

n

k

=
−

−∑
=

]
)1(22

[
1

ππ
                                            (4p.2) 

La relazione (4p.2) è stata verificata con un programma di matematica. 
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