PCUT

Sul valore del limite di alcune particolari funzioni

( On the value of the limit of some particular functions)
di Pasquale Cutolo

SOMMARIO- In questo studio proviamo a definire il valore del limite di alcune
particolari funzioni, utilizzando ripetutamente il primo ed il secondo teorema
integrale di Cauchy.

ABSTRACT-In this paper we try to define the value of the limit of some particular
functions, using repeatedly the First and the Second Integral Theorem of Cauchy

1.0 - Consideriamo I’integrale f‘e"z dz, ed applichiamo il 1° teorema integrale

di Cauchy lungo una curva chiusa c, costituita da una semicirconferenza, di raggio R,
posta nel semipiano y =0, ed avente il centro coincidente con I’origine degli assi
cartesiani, dal tratto rettilineo (-R,R), nonché dalla semicirconferenza di raggio € ,

( Fig.1).

Fig.1
Abbiamo, quindi:

J-RReixdx+ LﬂeiRei‘p Re" ido + _I-Oeie‘)i‘peei‘pid(/) =0,i=+-1 (1)

11 3° integrale del 1° membro della (1), per € — 0, chiaramente tende a zero;
il 2° integrale del 1° membro della (1) ¢ dato da:

J-: eiRe[V’ Rei(o ld(p — LﬂeiR(Cns(DJriSin(D) Rei‘ﬂ ld(p — LﬂeiRcos(D*Rsin(D Rei‘P ld(p (2)
Per 0< ¢ <7, Sing =20, e quindi, per R — oo, l'ultimo integrale della (2) tende a zero.
Pertanto:
lim . o o
J-Re’zdz = J- e“dz = J- 2Coszdz =0, cioe:
R — oo ’-R -0 0

J? Coszdz =0 3)

1.1 - Ora applichiamo il 1° teorema integrale di Cauchy allo stesso integrale
j‘e"z dz lungo una curva chiusa c, costituita da un arco di circonferenza, di raggio R,

posto nel 1° quadrante, e dai due lati del settore circolare, (Fig.2).



Fig. 2

Abbiamo, quindi:
fReixdx+_|-ﬂ/2eiRei¢ Re™ id¢+JOe_’idt =0 4)
0 0 R

Il valore dell’integrale lungo I’arco della circonferenza di raggio €,

per € — 0, tende a zero.

Per R — oo, il 2° integrale del 1° membro della (4) tende a zero, mentre

il 3° integrale del 1° membro della (4) ¢ uguale a (—i); quindi, dalla (4) ricaviamo:

f:ei’cdx: f:Cosxdx+i_|-O Sinxdx =1 (®)]
Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie, otteniamo:
f: Cosxdx=0 (5a)
J: Sinxdx =1 (5b)
(v. [3]. pag. 12)
o lim (& . lim ¢*—-1 | . |
Inoltre, dalla (5) ricaviamo: f e"dx = =1, cloe:
R — o0 R—>oc |
lim 0 ©)
e =
R— o0
. lim lim
da cui: CosR=0, SinR =0 (6a)
R — R —

Osserviamo che:
LR Cosxdx = SinR , J-OR Sinxdx = —(CosR —1)

Passando al limite per R — oo, utilizzando le (5a) e (5b), ritroviamo le (6a).

1.2 — Ora, applichiamo il 1° teorema integrale di Cauchy all’integrale
f‘e""zdz lungo la curva chiusa c, costituita dallo stesso arco di circonferenza,

di raggio R, posto nel 4° quadrante, e dai due lati del settore circolare, (Fig.3).

Fig. 3

Operando, abbiamo:



—ix 0 “iRe® 1 i - R .
Joe dx+f e Re ld(p+J e'idt =0
R - /2 0

Il valore dell'integrale lungo ’'arco della circonferenza di raggio €,

per € — 0, tende a zero.
—R R 00
Ora, L e'idt = —fO e”'idt , e, quindi: —fo e’'idt =—i;

- /2

Iim r2 . e N
R J:) e iRCos@—RSin® Re iQ ldq) — 0

—> 0
Inoltre, abbiamo:

llm 0 —ix . —ix e_iR _1 . .

_[e dx=1i;ma re dx =———, e quindi,
R —> 00 R R 1
passando al limite per R — oo, ricaviamo:
lim
e iR — 0
R — oo

1.3- Una conferma della (5a) la troviamo utilizzando la seguente applicazione.

r e“dz _ e“dz _J-w e “elds _ e“dz _r e “dz 3
—~et—1 0 et—1 J0 ¢*—1 0 e*—1 J0 ¢*—1
Ora, fo e “dz = fo Coszdz —zfo Sinzdz
Utilizzando le (5a) e (5b), abbiamo
J‘°° e“dz _ J‘°° 2iSinzdz
et —1 A |
J-w Sinzdz 1 = e"dz 1

+1,dacui:

0 e*—1 _2_i‘°°ez—1 2

Applicando il 2° teorema integrale di Cauchy all’integrale f_e—ldz, lungo
CeL —_

una curva chiusa c, come quella considerata al punto 1.1 (Fig.1), troviamo:

. e e
= eMdx  0e™ geidp e Reido
,[ +.I- 0 -1 +.I-()

- et ] LIPS eRe’W -1
lim -z, .
= 2mi Y St g = 2mik, k=1,.23,...

2> S e —1
I1 3° integrale del 1° membro della (10), per R — oo, tende a zero;

il 2° integrale del 1° membro della (10), pere — 0, ¢ ugualea (—ix).

11 2° membro della (10) & uguale a 27 /(e*” —1).
Pertanto, dalla (10) ricaviamo:

r e”dx =iT+— , che sostituita nella (9), fornisce:
e’ —1 e’ -1

[ Sinadz _ 1 1+ nCoth)

0 ef=1 2

Abbiamo ottenuto la (11) utilizzando le (5a) e (5b).
Ma la (11) ¢ una formula nota, (v. [1], pag. 481-3.911/2),

e cio dimostra che le (5a) e (5b) sono formule vere ed utilizzabili.
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2.0- Consideriamo, ora, l'integrale JZHdZ , ed applichiamo il 1° teorema

integrale di Cauchy lungo la curva chiusa c, di cui al punto 1.1 (Fig.1)
Operando, abbiamo:

R i i N i - T ioNi-l o i
Jin' ‘dx+j0 (Re™) lRe‘pzd(D—L (€)' eeidp =0 (12)

Per R — oo, il 2° integrale del 1° membro della (12) & nullo, e per € = 0,
anche il 3° integrale del 1° membro della (12) ¢ nullo.

R . R £ i Y
J:Rx’ 'dx = J; xdx+ L (=x) " (=dx)= (1—e )L xdx;
Sostituendo nella (12), troviamo:

R i B . . .
(l—e”)L xdx = —i(l—e )R —€'); cioe:

R i . i i
Lx dx = —i(R'—-¢")

Passando al limite per R — o0, ed € — 0, e ricordando che
Iim . lim

1

e = R, & =1/R, troviamo:
e—>0 R —>
[[xdr = i e gy (13)
0  Roo

Ora, Ex’;ldx =(x=e')= J:e"dt = Ee"dt + _[:ef”dt = ZLM Costdt ;

utilizzando la (5a), dalla (13) abbiamo:
lim i —i PN lim ilnR —ilnR
R_>OO(R -R )zO,cme:R%oo(e —e )=0 (14)

.o im
Quindi: R <><)Sm(ln R)=0 (15)

2.1- Consideriamo, ora, lintegrale rx"’ldx
Operando, abbiamo:

i ilnl _ ilne _ ilng
[xtdx = ) == = e’
€ i i i
applicando le (5a) e (5b), abbiamo:

gliiloﬂx”dx = le’;ldx =(x=e')= _[:ef"dt = _[: Costdt —ij: Sintdt = —1i.

lim lim ., lim . lim
Pertanto, e = et = e = R =0 (16)
e—0 £—0 R— oo R— oo

1 .
Analogamente, partendo dall’integrale f x~'dx , troviamo:
€

lim lim ., lim | . lim
e = = = R'=0 17)
-0 £—>0 R—> o R—> o
. lim lim
da cui: Cos(InR) =0, Sin(lInR)=0 (18)
R — o R — o
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i-1
2.2- Consideriamo l'integrale f Zl <
c + Z

, ed applichiamo il 2° teorema

integrale di Cauchy alla curva chiusa c di fig. 4.

Fig. 4

¥

-
N

La funzione integranda presenta un polo nel punto z = -1.

Operando, abbiamo:

_[R xdx N JZn (Re'”) "' Re" idg B IR (xe™™) ™ ™ dx e (€e'?) " eeid 3
e 1+x 0 1+Re” e 1+x 0 1+ee”
lim z—(-1)

=27 77 = = 2mie™™: (19)
z—>-1 14z

Il 2° integrale del 1° membro della (19), per R — o, diventa:

lim 2z (Re™)™ Re™ i lim o, lim .
J.z (Re™) Re. ide _ iR"™ J.z e *"de =0, in quanto: R™ =0.
R — o000 1+Re" R — oo 0 R — oo
. . Lim .
Il 4° integrale del 1° membro della (19) tende a zero, in quanto . 08’ =0
%

La somma algebrica del 1° e del 3° integrale del 1° membro della (19), ¢ data da:

i-1 2miNi-1 27 i-1
J-Rx dx _J-R (xe™) " e™dx _ (e J-Rx dx;
e 14+x € 1+ x e 14+x

passando al limite, per R — oo, e per € — 0, troviamo:



(1—e™) =-2mie””", da cui:
0 1+ x
i-1 .
J- xdx — o 1_2 - in 20)
0 1+x l1-e™™* Sinhr
i-1 it
Troviamo lo stesso risultato se consideriamo l'integrale I X dx =(x=¢e") =I e'di
0 1+x = ]+e'
lungo la curva chiusa c di Fig.1, applicando il 2° teorema integrale di Cauchy.
Infatti, operando, abbiamo:
JR e""dx. . J (Re™)™! Rg“" idp _ o lim XX i
R]+e” 0 1+Re” X—ox et +1
x, =ir(2k+1), k=0,1,2,3,...;
passando al limite, per R — oo, troviamo:
it i-1 )
J- e'dt =r x'"dx _ zmziei[iﬂ(zkﬂ)]: _die ™ S in @1
= l+e’ 0 1+x =1 l—e™™ Sinhr
Risultato identico a quello della (20), ottenuto ponendo:
lim . lim
R™7=0,e e' =0
R — = e—0
Inoltre, sappiamo che:
o x*dx T
= v.|2], pag.330). 22
L 1+x Sin(mx)( [] pag ) @2)
Ponendo nella (22) ,« =i, troviamo:
i-1 .
J- x'dx - in 23)
0O 1+x  Sinhm

Risultato identico a quello ottenuto dalla (20).

Dalla (21) ricaviamo:

- e dt < (Cost +iSin(t)dt Costdt - Costdt . ~Sin(t)dt = Sin(t)dt
[ o [ o [ Cod ol [ S [
~1+e o 1+e 0 1+e 0 1+e 0 1+e 0 1+e

Costdt w (e’ +1=1)Costdt . Sin(t)dt (e +1=1)Sin(t)dt
=r L ( )[ +l[r ()[ _J( )[() 1=
0 1+e 0 l+e 0 1+e 0 l+e



s e (= Sin(t)dt
= jo Costdt —zjo Sin(t)dt + 2i J: ST

In virtu delle (5a) e (5b), nonche della (21), otteniamo:

j: Si”fe)f” = %— % Sl_fhﬂ , formula nota, (v. [1], pag. 481-3.911/1).
Abbiamo cosi dimostrato, ancora una volta, che utilizzando le (5a) e (5b),

otteniamo formule note.

Riepilogando, possiamo affermare che utilizzando successivamente il 1° ed il 2°
teorema integrale di Cauchy, abbiamo ottenuto, oltre le ben note formule (5a) e (5b),

le seguenti formule:

lim . lim lim lim

e® =0, CosR =0, SinR=0, e™®=0,
R —> = R — o R — o R — o
lim lim . lim lim
g =0, e’ =0, Coslne =0, Sinlne =0,
eE—0 e—0 e€—0 e—0
Iim lim
£ - , iln =0’
e€—0 e—0
lim . lim | . lim lim
R' =0, e =0, Cos(InR) =0, Sin(InR) =0
R —> R — o R —> = R —
lim . lim .
R~ =0, e "t =0,
R —> = R —

In conclusione, le formule (5a) e (5b) sono vere ed utilizzabili,

mentre le formule (6), (6a), (8), (16), (17) e (18) forniscono i valori dei limiti

delle funzioni prese in esame.

Per i limiti suddetti, le formule trovate rappresentano solamente espressioni matematiche,

ottenute applicando il primo ed il secondo teorema integrale di Cauchy, prescindendo

dal concetto di limite.

Secondo il concetto di limite le espressioni:

MGk, "™ ok, "™ SinanR).e "™ CosnR) 24)
R R — oo R >

R —> o0 —>

presentano valori indeterminati che variano da -1 a +1.
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Per le espressioni indicate nella (24), coesistono i valori +1 e -1
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