IL PIANO DI FANO, | GRUPPI DI LIE E |
NUMERI DI FIBONACCI

Sommario

In questo lavoro tratteremo deilano di Fano
(Rif. 1, 2 e 3), la geometria proiettiva pigcola,e
delle sue connessioni con gli ottonioni e | grugipi
Lie piu piccoli (in modo particolare G2, il gruppo
simmetria degli ottonioni). Ma anche della formula
base delle geometrie proiettive:

N2 +n+1 (1)
variante (per n = 1) della famosa formula di Eulero
X2+ X +n

che da molti numeri primi (Rif.4, Rif. 5.).

Togliendo I' 1 finale nella (1) — anche questaga
numeri primi - abbiamo la formula (n*2 +n) chalai
la somma del primi n numeri pari, mentre se togham
anche n, abbiamo la formula (n*2) che ci dadeve
la somma dei primi n numeri dispari.

Le geometrie proiettive sono possibili solorse
primo oppure una potenza di un numero primo, il che



connette i numeri primi alle geometrie proiettige,
attraverso di esse, anche ai rami della fisicahamamno
a che fare con i gruppi di Lie (Modello Standard,
teorie di stringa, ecc.). ll piano di Fano e lametria
proiettiva piu semplice ( per n =2 primo), pach

202 +2+1=4+2+1=7

e 7x2=14=ordine diG2, il gruppo di Lie piu
piccolo di tutti, formato da sette punti e settiéere

In caso contrario non sono possibili geometrie
proiettive (Rif.2) Infine, troviamo una possibile
nuova connessione tra gli ordini dei gruppi di ei&a
nota serie di Fibonacci. Il percorso generaleugdisto
lavoro e, in breve:
geometrie proiettive —piano di Fano — ottonioni —
gruppi sporadici di Lie — serie di Fibonacci (pewi
eventualmente proseguire, con altri lavori sucegssi
verso le teorie di stringa e le TOE, o Teorie d«ttd).

Questo lavoro, partito dalla somma dei numarn p
successivi (nostra osservazione sulla formula), (di)
ferma alla serie di Fibonacci (anche questa basata
com’e noto su somme di soli due numeri di Fibonhacc
successivi, per es. 1+1=2, 2+3=5, 3+5=8, 8+5 2 13
cosi via), passando per il piano di Fano e pemqgue
gruppi di Lie piu piccoli



CAPITOLO 1
Numeri pari, numeri dispari e loro somme, numeri
primi o loro potenze e geometrie proiettive.
Breve descrizione del piano di Fano
“ Il “piano di Fano” e il piano proiettivo cosiito
3

sullo spazio lineare 2Z vale a dire il piu piccolo
piano proiettivo non banale costruibile. E’ costdu
dai 7 punti di coordinate omogenee:

(0,0,1)

(0,1,0)

(1,0,0)

(0,1,1)

(1,0,1)

(1,1,0)

(1,1,1)
e da sette rette ed e pertanto una geometria
finita...”(Rif.1).Ne riportiamo qui di seguito la
figura:




Nel Rif.2, silegge che:

“...Piu in generale, si dimostra che in una geometria
affine finita, in cui una retta contiene esattareempunti, tutte le
rette ne contengono altrettanti, e ci sono esaitden

n"2 punti ed n*2 + nette“

e poi anche :

“...nel 1906 Oscar Veblen e William Bussey hanno
dimostrato che ce ne sono quando n e potenzardinnero
primo, e si pensa che non ce ne siano negli asii cFinora
Richard Bruck e Herbert Ryser I’'hnanno confernatoano nel
1946 per 6, e Clement Lam I'na confermato con mpater nel
1989 per 10, ma non lo si sa ancora per 12 e indlbii
numeri...”

Connessione con | numeri pari e dispari.

Ricordiamo che la formula n*2+n+1 (1)
contiene n”2, che e la somma dei primi n numeri
dispari (cosa gia nota e facilmente controllabile,
facciamo un solo esempio pern =4
1+3+5+7 = 16 = 472)
Ma contiene anche n”2 + n, che invece e la somma

dei primi n numeri pari; per n =4 abbiamo:

2+4+6+8 =20 =16 +4 =42 + 4,



cosa che potrebbe benissimo riguardare le geometrie
proiettive: per avere il numero totale dei suoi
elementi basta aggiungere 1 alla formula n*2+n,
somma dei primi n numeri pari. Tale formula da
esattamente il numero degli elementi (133) del goup
di Lie E7 pern=11, infatti 112 +11 +1 = 133, e 132
e la somma dei primi 11 numeri pari.

Nel piano di Fano, i numeri pari sono solo4 ed
n =2, tale che 2"2 +2 +1 = 7, equivalente a 2+4+1
(somma dei primi due numeri pari piu uno). | name
pari in questo caso sono i quattro punti in basso e
due punti centrali nella Fig. 1. Ed n =2 e anithe
numero primo piu piccolo, come da regola generale
(n numero primo o potenza di numero primo).

Per n =12 (non primo ne potenza di primo)
la (1)cida 1272+12+1 =157, che non daineg
a nessuna geometria proiettiva, e cosi via, mentre
abbiamo gia visto per n = 11, che ci da 133 nurdero
elementi di E7. Nelle geometrie proiettive, oltre |
numeri primi n e le loro potenze, sembrano coinvolt
anche i primi n numeri pari e le loro somme, mahanc
gui ovviamente n deve essere primo o potenza di
primo. Questa nostra osservazione ci sembra nuova
(non I'abbiamo riscontrata in altri lavori
sul’largomento), in ogni caso comporta una geommetri
basata su un triangolo numerico, con un numeto pa
di punti ad ogni livello (massimo alla base e miaim
(due) in alto, con un punto al vertice (il +1 dgll))



Un discorso analogo, ma piu complicato, si puliee
fare anche per le rette.

In questo lavoro ci interessa in modo partieolar
solo il piano di Fano, basato su n = 2, il piu ploc
numero primo alla base della geometria proiettiva p
piccola (sette punti e sette rette), e connesso agl|
ottonioni (I'algebra di divisione piu grande) epdl
piccolo gruppo di Lie G2 con =14 elementi, e eh
Il gruppo di simmetria degli ottonioni. Ma vediam
anche che con le successive potenze di ne@n la
(1), si hanno delle connessioni aritmetiche, che
potrebbero essere fondate, con gli altri grupieli:

TABELLA 1
m_n=(p"m) (P"m)”™2 + p™m + 1 =pPtimo si/no
1 2Nl = 2 4 2 7 sSi
2 2N2 = 4 16 4 21 no 3x7
3 2"3 =8 64 8 73 Si
4 2" =16 256 16 273 no 13 x21
5 2N5 =32 1024 32 5710 no7x151

Possibili connessioni/ € connesso al piano di Fano
Ix2=(/+21)/2=14 =G2
73-21=52 =4%4F4
52+ 13+ 13 =6x £378= Eb6
(dove 13 = 3”2 +3 pér n = 3)
6XL+7=133 =E7
(anche 3 soddisféllaper n = 1,



poiché 1"2+1+1 =31%£3)

per n=p=3 abbiamo invece

TABELLA 2
m p‘m (P"m)"2+ p +1 = NMrimo si/no
1 3N =3 9 3 13 Si
2 32 =9 81 9 91 no =/ x13
3 3N2 =27 729 27 757 Si

7= 2"2+2+1,vedipern=2in TABELLA 1
Possibili connessioni coi | gruppi di Lie:

G2=13+1 =14
F4 = (13+91)/2 =104/2 = 52
E6=91-13 =78
E7=91+39 +3 =133; (39=3X3); 3=1"1 +1 +1 per n=1

Per n =5 abbiamo i numeri finali 5*5+5+13% primo

e per n"2=5"2 abbiamo 25 x25 +25 +1 = 6538 x=7/ x 31,

In cui tutti e tre i numeri sono di forma n*2 +npér n=1, n=2 ed
n =5

Possibili relazioni con i gruppi di Lie:

F4=25+25+1 +1 =52

Per n = 7 abbiamo 1 numeri finali

"2+7+1 = 49 +7+1 =573x19

Per n = 722 abbiamo 4972 +49 +1 = 2453 x19 x 43

e nessuna connessione diretta con i gruppi di Lie.
Per n = 11 invece abbiamo la connessione diretta
E7 =11"2+11+1 =121 +11 +1133 ;

per n = 13 abbiamo 132 +13 +1 = 183



con possibile connessione 183 + 65 =248 = E8
con65=5xX3 ,e65-5243 con F4=52=44%3

Il 13 come si vede e molto coinvolto nei gruppLdi, come
vedremo anche in seguito (Capitolo 2) a proposltedelazioni
tra gruppi di Lie e numeri di Fibonacci, e lo si@43 e un
numero di Fibonacci.

Oltre a queste significative connessioni deslariula di base
n*+n+1 pern = 2,3,7,11 e gli ordini dei gruppLee, dobbiamo
dire anche che questi ultimi dovrebbero essere diata somma
di tante rette e tanti punti (0 combinazioni diget punti) per
formare una geometria proiettiva, come 7 puntretfé nel piano
di Fano, tali che 7+7 =14 = G2

Infatti, per gli altri gruppi:

14/2 =7 = 7x 1
52/2=26= 13 x 2
78/2 =39= 13 x3
248/2 =124 =11x113 =13x3x3+7

solo E7 =133 e dispari e si puo scomporre in 66 punti+67 rdite+
(o viceversa) con 66 =53 +1 e 67 =543+ 2

con totale = 65 +1 + 65 +2 = 130 +333

Riepilogando:

14 = T7rette e 7 punti

52= 26 rettee 26 punti

78 = 39 rettee 39 punti

133 =66 puntie 67 rette (o viceversa)

248 = 124 rette e 124 punti

e forse questo e il modo giusto per la formazioegidrdini dei
gruppi di Lie, il che non esclude le connessiol@ eombinazioni
primaviste con la (1) pern=1, 2, 3, 5 & numeri primi.

CAPITOLO 2




Connessione con la serie di Fibonacci

Una nostra connessione trovata in precedeazitordini dei
gruppi di Lie e la serie di Fibonaccie esprimilmtn la formula

b= k-n! + K-Fi (2)

Nella quale compaiono i fattoriali n!, base dellmmetrie
(e quindi delle permutazioni) connesse ai grupyhiidj e i
numeri di Fibonacci; ed entrambi compaiono o da so
sottoforma di multipli k e k’, spesso n e ancb@®sumero
di Fibonacci, per esempi) 5, 8:

Esempi:

G2=14=6+83!'+8

F4 =52 =18+34 =33 +34

E6=78 =3x24+6=3x4!l+2X

E7=133=120+ 138! +13 =5x4! +2X3

E8=248=240+8=2% +8

Altri gruppi di Lie successivi:
7920 = 5760 +15x 144 8 + 15 x144
175560 =46080 +129480 = 64 x 6! + 996IBx
(175560 = 40320 +644@t +6440 x21)

La nuova connessione ora trovata tra gli ordeigruppi di Lie
e i numeri di Fibonacci e che quasi sempre i psomo multipli k
di 7e dil3, due numeri primi che soddisfano la (1) per n e
n =3, come visto in precedenza, e che k e spessamero di
Fibonacci o un numero molto vicino, con differenizaolto
piccole ma solo per i primi gruppi , come da tadskguente:

ordini gruppi di Lie = 7k, 7k + X XKFi d=Fi-k




14 /X2 2 =2 0
52 /X7 +3 7= 8 1
/8 /x11+1 11=13 2
133 7 x19 19=21 2
248 /x35+3 35= 34 -1
7920 7 x1131 + 3131987 -144
175560 7 x 25080 ....
244823040 7 x 34974720

| primi numeri k sono molto vicini ai numeri di Fibacci
2, 8,13. 21, 34; mancano soltanto il 3 e il Bor piccole
differenze d, anch’esse numeri di Fibonacci : @,11,44).
Costruiamo ora anche la tabella per n = 13, aajuhle si
recuperano anche i numeri di Fibonacci 3 e 5:

Ordini dei gruppi di Lie 13k, 13k +x =kFi d=Fi-k

14 13x11+ 1 =1 0
52 13 x4 4= 3 -1
78 13 X6 6~5 -1
133 13 x10 +3 10~ 8 -2
248 13 x19 +119= 21 -2
7920 13 x 608 +609= 610 1
175 560 13 x 13504 +8 ...
244 823 040 13 x 18832541 +..

Anche qui le differenze Fi — k sono minime, sempeei primi
gruppi di Lie; ora mancano i numeri di Fibonaccie213 fino al
21. mettendo pero in un’unica serie tutti i nunakribonacci
coinvolti, abbiamo la serie completa:

1, 2, 3, 5, 8, 8,21, 34 con I'8 che pete due volte (forse e
anche per questo che il gruppo ES8 si ripete dute valle teorie di
fisica quantistica?)



Poi si passa direttamente a 987 nella tabellpper e a 610
nella tabella per n =13. Ma i valori di k sono talicini ai
numeri di FibonacciFi, perché tale chiarissima quasi coincidenza
k~Fi sia solo un caso, e la cosa meriterebbe di essere
approfondita con ulteriori lavori, nostri o altrche fossero, e che
ovviamente coinvolgerebbero il numero audes1,618 nelle
formule che riguardano il Modello Standard e lerfeedi stringa,
e in alcuni lavori gia vi appare (per esempioSianple Toe di
Garrett Lisi) Solo dopo l'ordine 7920 la relaziozen Fibonacci
diventa piu vaga. Del resto, anche gli ordiniplemi cinque
gruppi di Lie piu piccoli non sono molto lontada alcuni numeri
di Fibonacci o una loro media aritmetica:

14 =13 +1

52 =55-3

78~ 72 = p5+89)/2

133 =144-11 (con 11 8 + 3= numeri di Fibonacci)
248 =233 + 15 (con 15 2+ 5+ 8 = numeri di Fibonacci)

CONCLUSIONI

In questo breve lavoro abbiamo esaminato ginor
dei gruppi di Lie piu piccoli in base alla formulzase delle
geometrie proiettive



N2 +n+1
basata a sua volta (togliendo I' 1 finale) sullensma dei
primi n numeri pari (nostra osservazione, forsermn
sfuggita ad altri), mentre la relazione con i numpemi n
o loro potenze era gia nota. Abbiamo inoltre trovat
nuova connessione con i numeri di Fibonacci firsgl a
certamente non casuale, e anche con i numerbdnBcci
987 e 610 con il gruppo di Lie con 7920 elementi,
connesso al numero primo n = 89 tale che 89"/ 926
e cioe 3960 rette e 3960 punti (in questo casali@nte
della (1) e soltanto n*2-1, anziche la forma caat®l
n"2+n+1. Intal caso 7920 e la somma dei primn8@heri
dispari, meno 1, anziché una somma di n numetricoane
negli altri casi. Il numero degli elementi di urugpo di Lie
potrebbe dato, talvolta, anche da una varianta d&j| pur
rimanendo valida per i gruppi di Lie piu piccolieerelative
geometrie proiettive.
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Nota 1

Tabella basata sulla formula n*2+n+1 con n muprami
da 2 a 13, e anche per il numero 1 iniziale, vt$i®
anch’esso soddisfala (1) ed e fattore di maiti T

n n"2 + n +1 = nl relaz. ConigruppidiLie

1 1 1 1 3 inpo

2 4 2 1 I primo 7+ 7=14 =G2
3 9 3 1 13 primo13+1=14=G2
5 25 5 1 31 primo

7 49 7 1 57 x 39

11 121 11 1 133 =¥ 133=F4

13 169 13 1 183 = Bk

17 289 17 1 307 primo

19 361 19 1 381 BX

(127x 2-6 =248=ES8)

Si nota facilmente che tutti i numeri primi cointrgeccetto

Il 3 iniziale)7, 13, 19, 31, 61, 127, 307 sono tutti di

forma 6k +1,e anche tra i fattori di E8 = 248 22% X31,
contiene3l, il valore di Tn per n =5, che e anche k 3,
essend@l = 6 x 5 +1; circa Fibonacci, anche qui i valori di
Tn sono prossimi a numeri di Fibonacgid-ad una loro
media aritmetica:

Tn = diff. d =F-Tn
3 3 0
I 8 1
13 13 0
31 34 3



57 55 -2

133 144 11

183~ 188.5 55 183 = (233+144)/2
307= 305 -2 307 = (233+827
381 377 4

(Altri T nvicini o uguali ai numeri di Fibonacci mancanti si
ottengono cond per n non primi, per esempio pern =4
abbiamo 25 +5 +1 = 21 = numero di Fibonacci, perth
abbiamo 81+ 9 + 1 =9189 +2, per n = 15 abbiamo
225+15+1 = 241 233+8,con21=3%X,91=7x13e

241 primo di forma 6 x 40 +1, 241 + 7 = 248 = ES8,

e cosi via)

Anche la forma6k +1 dei numeri primi coinvolti avrebbe
quindi il suo ruolo nella formazione delle geonetri
proiettive (I'altra forma dei numeri primi e 6k :1ltre che
ancora una volta, i numeri di Fibonacci molto vi@nche

al valori di Tn (=Totale somma n”*2+n+1 per ogni n primo
e in questo caso, vicinanza con i numeri di Fibonan
anche non primo), cose che eventualmente, saranno
approfondite in seguito, ove si volessero ulteremnie
cercare altre relazioni tra i valori di & gli ordini dei
gruppi di Lie o di altre geometrie proiettive, ecc.

Nota 2
Connessioni principali tra G2 = 14 e gli ottonioni

Brani piu importanti tratti dal 15° capitolo ddo
“L’eleganza della verita”, Rif. 3 (per tutti glital,
rimandiamo direttamente al 15° capitolo del suthdidbro)



a) pag. 302:

"..Cartan si chiese semplicemente: qual € il grumsie d
simmetrie degli ottonioni? Solo un genio come loiigva arrivare alla
risposta: e G2, il piu piccolo gruppo di Lie ecarmle. Un sistema 8-
dimensionale ha un gruppo di simmetrie 14-dimerad@ria piu grande
algebra di divisione € legata al piu piccolo deigp semplici
eccezionali.”

b) Pag.305:

“...Ma nella riga e nella colonna degli ottonionngpaiono proprio
loro, i gruppi eccezionali F4, E6, E7 ed E8. Maf@3 che pero come
abbiamo visto ha un legame strettissimo con ghinetini, visto che e |l
gruppo delle loro simmetrie.

c) Pag. 305:

“ Se non ci fossero gli ottonioni, la storia deugpi di Lie sarebbe
stata piu semplice, come Killing sperava all'inidella sua impresa, ma
molto meno interessante. A noi mortali non e datalta,visto che
ottonioni e compagnia sono li e ci restano. Aduiré, forse da loro
dipende in qualche misterioso modo l'esistenzasatdgll’'universo.

(la sottolineatura e nostra, N.d.A.A.)
d) Pag 306:

“ ...Dunque le teorie di stringa candidate si possoefinire,
rispettivamente, reale, complessa, quaternionattoaionica. Capita che
allo stato attuale delle ricerche la candidatagpiibrevole a essere un
modello della realta fisica sia proprio quella ealidimensioni, cioe
ottonionica. Se si rivelasse corretta, 'univethe abbiamo sarebbe
costruito a partire dagli ottonioni.

E non e l'unica situazione in cui saltano fuomam ruolo importante
guesti strani << numeri >>, appartenenti alla caiegoer un soffio, visto
che soddisfano solo i requisiti minimi pe esseralgebra di divisione. La



nuova candidata di moda, la M-teoria, prevede yaais tempo a undici
dimensioni. Per far si che corrispondano alle goatimensioni da noi
percepite, dobbiamo prendere le rimanenti setteotodarle strettamente:
E come si a dal punto di vista tecnico questa apana? Grazie a G2, il
gruppo i Lie eccezionale, cioe il gruppo di simreettegli ottonioni.
Ancora loro. Non piu curioso relitto dell’'eta vittana, ma poderoso
indizio verso una probabile Teoria del Tutto. Vensomondo
ottonionico.”

Commento.
Ecco perché riteniamo importante la ricerca dealtr
relazioni, soprattutto matematiche, tra i grupplLie
tramite le geometrie finite, piano di Fano sopt&ete |
numeri primi (n e loro potenze che soddisfano )Jaifia
anche tramite i numeri di Fibonacci, chiarameai@nessi
agli ordini dei gruppi di Lie, ai risultati intedelle loro
divisioni per 7 e per 13 (i primi due valori prodr Tn per
n=2 ed n =3), e anche agli stessi valori pravedi Tn,
come abbiamo visto nella Tabella finale in Nota 1.

All'origine, | numeri di Fibonacci si trovarorsmmmando
le coppie di conigli originate da un’unica copméiale.

Ora si tratta di capire meglio cosa sommareotenere
tutti questi numeri prossimi ai numeri di Fibonacc

Noi abbiamo proposto di sommare tutti | prirmumeri
pari (con n primo 0 anche una sua potenza, in quagbro
ci siamo limitati ad n primo), poiché la parte d€]l) e
n"2 + n, che e proprio la formula che da la sondeia
primi n numeri pari, e aggiungendo 1 per ottenaredse
numerica di ogni geometria proiettiva; e la piucpia
geometria del genere e proprio il piano di Fano, e 2
e Tn =7, cioe rispettivamente il numero primo piuquio
e il valore di h piu piccolo di tutti gli altri, legato a



G2 =14 =7 + 7 e indirettamente anche agli ottonia
loro volta connessi al numero 8 = 7+1.

NOTA 3

Tabella dei guadrati (somma dispari), dei quiadra

(somma pari) e della serie di Fibonacci)

n n"\2 n"2+n serie di Fibonacci
a b C d e d-b e-c
1 1 2 1 2 O O
2 4 6 3 5 -1 -1
3 9 12 +24=G2 8 13 -1 1
4 16-234=G2 20 13 21 -3 1
5 25 30 21 34 -4 -4
6 36 42
7 49+3H2=F4 56 -4 =52=F4 55 -1
8 64 72 +B8= E6 ~ (55+89)/2
9 81-3F8=E6 90 89 -1
10 100 110
11 121 132 +133 =E7
12 144 156 144 0
13 169 182
14 196 210
15 225 240+348=E8 233 7
16 256 272
17 289 306
18 324 342
19 361 380 377 -3
24 576 600 610 10



31 961 992 987 -5

39 1521 1560 1577 -17

88 7744 7832+8®20 6765 979
(7744+88+887920)

Come si vede, la serie di Fibonacci “costeggiéhaio
entrambe le serie dei quadrati n"2 e dei quadrd®+n, e da 55
in poi solo la seconda serie (tranne i soli 144 qgadrato
perfetto, e 7744, piu vicino a 6765), ed ecco doperche
costeggia anche i gruppi di Lie, basati sulla forrha+n+1 come
da formula (1) alla base delle geometrie proiettogene visto
nelle tabelle precedenti.

FINE



