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  Sulle   congetture equivalenti all’ipotesi di Riemann 
      
         (RH1, RH2, RH3, RH4) e relative funzioni 
        
        (Proposte, osservazioni,  tabelle, calcoli, ecc.) 
                          
                                        ------ 
   
                                  ABSTRACT  
 
 
   In this paper, dedicated to  Bernhard  Riemann, we will 
talk about the conjecture  equivalent to Riemann Hpothesis  
(RH, based on zeta-function � (s) ) and that is: 
-  RH1,  connected at L(n) function concerning � (n) 
function  (with  our proposal of proof  about Lagarias’ 
equivalence RH1 = RH). 
  -  RH2, based  on  � (n) function. 
  -  RH3, based  on   � (n) function. 
  -  RH4, based  on  � (n) function. 
 In the work we  showed also the mathematical connections 
between these conjectures and between them and � (n)  
Euler’s function and, in some cases, also with  G(n) or 
Goldbach function; and our new observations especially on 
� (n)  and   on    � (n) functions, possible useful to future 
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developments directed to prove RH trough above  
equivalent conjectures  and connected functions. 
     In conclusion, this our work  is an only essentially 
popular text on equivalent  conjectures to RH, with our 
observations,  calculations, tables and so on, possible useful 
to prove RH directly or indirectly. 
 
                                 ERATOSTENE   GROUP   (� ) 
 
                        Introduzione  -    Riassunto   -   
 
   In questo lavoro, dedicato a  Bernhard  Riemann,  
parleremo delle ipotesi equivalenti alla RH (basata sulla 
funzione  � (s),  e cioè : 
   -  RH1 (connessa alla funzione L(n), che coinvolge  
anche la funzione  � (n),  e accenneremo alla nostra proposta 
di soluzione  (Equivalenza di Lagarias RH1 = RH) ; 

- RH2, che  si basa sulla funzione � (n); 
   -   RH3, che si basa sulla funzione � (n); 

- RH4, che si basa sulla funzione  � (n). 
Nel lavoro vengono  anche evidenziate  le connessioni  
matematiche tra le suddette funzioni, e tra queste e la  
funzione � (n) di Eulero,  tra questa e la funzione G(N)  
di Goldbach, nonché aggiunte osservazioni (alcune anche  
nuove,  specie sulla funzione � (n) e sulla funzione � (n)),  
ecc., eventualmente utili  per futuri sviluppi matematici  
orientati alla dimostrazione della RH  tramite le suddette  
ipotesi equivalenti e le funzioni ad esse  collegate. 
  Insomma , il nostro lavoro è anche la raccolta,  
in una sorta di “testo unico”, essenzialmente divulgativo,  
delle ipotesi RH equivalenti, delle funzioni coinvolte, 
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e  anche  di varie  nostre osservazioni, calcoli, ecc.   
possibilmente  necessari  e utili  alla futura  
dimostrazione,  diretta o indiretta, della  RH .  
 
 
                     PRIMO CAPITOLO  
           
            (IPOTESI   EQUIVALENTI)      
 
  Com’è noto,  l’ipotesi di Riemann  RH, basata sulla nota  
 
funzione zeta � (s)   = �   ___1___ , suppone che “ tutti gli  
                                                    -s 
                                           1 -  p                                   

                                                  
zeri non banali della funzione zeta hanno  parte reale ½ “. 
   Le ricerche di una sua dimostrazioni  basate sulla 
funzione zeta  però  non hanno portato ancora a risultati 
utili ad una dimostrazione definitiva, nonostante 
tantissimi lavori  sull’argomento, per cui si sono tentate 
altre strade.   
      Si sono per esempio avanzate congetture o ipotesi 
equivalenti alla RH, anche se non connesse direttamente 
alla suddetta funzione zeta: dimostrare una di queste 
congetture tramite le funzioni additive sulle quali si 
basano, e aggirando in qualche modo la funzione zeta 
(moltiplicativa e quindi più difficile) equivale a  
dimostrare l’ipotesi di Riemann, più comunemente nota 
come RH. 
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  In questo  lavoro panoramico descriveremo le 
congetture o teoremi equivalenti (come quello di J. 
Derbyshire equivalente alla RH2) e alle funzioni 
connesse;  accenneremo a nostre proposte di soluzioni già  
pubblicate  ( RH1 = RH)  o in corso di preparazione 
(progetto Riemann@33 ancora nella fase iniziale ). 
     Dal blog  web del Prof. Umberto Cerruti (Rif. finale 
1.) citiamo alcuni brani del suo articolo “ Congettura di 
Riemann e sicurezza mondiale”, paragrafo “ La 
congettura di Riemann e le sue gemelle” 
 
        “… Esistono molte formulazioni della RH, ad essa 
logicamente equivalenti, ma in apparenza totalmente diverse! 
   Ne vedremo insieme quattro, che denoteremo con RH1, RH2, 
RH3, RH4 (che vedremo meglio nei prossimi capitoli, 
N.d.A.A.). Una  di esse è vera (o falsa)  se e solo se è vera (o 
falsa) la RH. Iniziamo con quella che mi sembra la più 
comprensibile da parte dei non addetti ai lavori, dovuta a 
Lagarias (2000). La chiameremo RH1. 
 
    RH1 
 
    Denotiamo  con Hn la somma degli inversi dei primi n interi 
positivi:   
   
     Hn  =   1 + 1/2   + 1/3 + … +  1/n 
 
    Denotiamo con � (n)  la somma dei divisori di n, RH è 
equivalente al fatto che, per ogni  n  > 1, 
                                    
                                        Hn 
              � (n)   <  Hn  +  e     ·   log (Hn) 
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(Sulla RH1  due di noi, Michele Nardelli e <<<Francesco Di 
Noto, hanno già avanzato una proposta di dimostrazione della 
variante Riemann di Lagarias equivalente all’”ipotesi di 
Riemann  con RH1 = RH, vedi riferimenti  2, 3, e 4).  Un altro 
 nostro secondo lavoro , continuazione del primo, 
“L’equivalenza di Lagarias esaminata con i soli numeri 
fattoriali n = k!”, e con accenno al problema di Goldbach per 
via della similitudine tra i loro grafici, per  la RH!, quindi 
rimandiamo ai suddetti nostri lavori,  vedi Rif. 2, N.d.A.A.). 
 
    RH2  (a pag. 36 del suddetto blog matematico, N.d.A.A.) 
 
“… Si rimane stupiti dall’assenza in RH1 di qualsiasi 
riferimento ai numeri complessi o ai numeri  primi. Ovviamente 
il legame esiste, ma è molto nascosto. 
      Al contrario la RH2, la seconda formulazione della RH che 
presenteremo, è immediatamente  connessa ai primi. 
       Passeggiare a caso o con Moebius: che differenza c’è? 
  Cominciamo col definire la funzione �   di Moebius.  Diciamo 
che l’intero n è privo di quadrati se n si decompone in primi 
distinti.  �    è definito sugli interi positivi. 
  � (1)   =    1  
  � (n)   =    0 se n non è privo di quadrati  
  � (n)   =    1 se n è prodotto di un numero pari di primi distinti 
  � (n)   =  - 1 se n   è il prodotto di un numero dispari di primi  
distinti. 
  Facciamo un poco di pratica. 
  Chiamiamo F l’insieme formato dagli interi positivi che sono 
prodotto di primi distinti.  
   In F troveremo  2, 3, 5, 6… ma non 4,  8,   9,   12… 
   I primi 18 elementi di  F 
 
F = { 2, 3, 5, 6, 7, 10,  11,  13, 14, 15, 17, 19, 21, 22, 23, 26, 29,  
30…} 
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   Ad ogni intero k in F associamo ora la sua immagine 
mediante � , cioè � (k). Otteniamo così un nuovo insieme V, in 
corrispondenza biunivoca con F.  I primi 18 elementi di V 
 
 
V  = {-1, -1, -1, 1, -1, 1, -1, -1, 1, 1, -1, -1, 1, 1, -1, 1,-1, -1… } 
 
Se si calcolano alcune migliaia di elementi di V, si constata che 
gli 1 e  -1 sembrano messi a caso, come se si trattasse dei 
risultati del lancio di una moneta.  Per visualizzare il fenomeno 
ci costruiamo una passeggiata su una retta verticale (l’asse delle 
ordinate)…” 
 
 Per  i due grafici (passeggiata di Moebius, Fig. 2 e 
passeggiata casuale, Fig .3, rimandiamo al blog del prof. 
Cerruti, che riprendiamo qui di seguito a pag. 39: 
 
  “…E  dai fondamenti della probabilità  che possiamo avere 
informazioni sul futuro lontano di una passeggiata casuale. 
       Se ci muoviamo su e giù lanciando una moneta, e 
denotiamo con D(t) la differenza tra il numero dei casi in cui è 
venuto testa e quello in cui è venuto croce, vale il teorema della 
distanza. 
   Teorema della distanza 
   Dati comunque  	   > 0 e una probabilità p < 1, esiste un intero  
                  �  

  D(t) <  t     � t 
  con probabilità p. Si noti  che 
  D(t) 
  è la 
distanza dall’origine, all’istante t, del punto che effettua la 
passeggiata casuale.  Se è vera la RH, è vera anche  la RH2. 
 
 (Qui accenniamo al fatto che  s = (N+1)/6 = pn + q = qm + p, 
ponendo p = 6m + 1 e q = 6n + 1)che regola la distribuzione dei 
primi P e dei semiprimi S, cioè composti  senza fattori 2  e  3, 
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sulle forme 6n+1  dei primi e dei semiprimi:  tutti gli altri 
numeri composti sono di forma 
  2 * 3 * S   oppure 2 * 3 * P , in tali forme può anche mancare 
il fattore 2  oppure il 3.  Quindi  la funzione � (n)  è condizionata  
da tale  fatto,, che presenta una certa regolarità tramite  s, e 
quindi, essa non sarebbe del tutto casuale come il lancio della 
moneta alla quale si paragona con la “passeggiata casuale”; e 
infatti la non perfetta casualità emerge  dal grafico della 
funzione � (n), N.d.A.A.) 
 
   Il Teorema  della distanza  confrontato con la RH2 ci dice 
che, se prendiamo 	   piccolissimo e p molto vicina a 1, per 
grandi n il comportamento della passeggiata casuale è molto 
vicino a quello della passeggiata di Moebius! Se si va 
abbastanza avanti, anche il grafico della Fig. 3 si troverà 
confinato all’interno di una zona quasi parabolica, tranne 
rarissime uscite.  Questa connessione è stata  evidenziata da 
Denjoy nel 1964”  (Vedi Nota  sul teorema di Derbyshire 
equivalente alla RH2, N.d.A.A.). 
 
 La formulazione della RH2 è  (pag. 39): 
                         	  
    
 M(t) 
  <   t  � t 
 
    
 
 RH3   (pag. 40) 
 
    Quanti sono i numeri primi minori di x?  E’ una buona 
domanda, vero? La funzione che conta i primi viene denotata in 
genere con  � :    � (x) = numero dei numeri primi minori o 
uguali a   x. 
   Quindi, per esempio: 
 



 8 

� (5)                =               3 
� (50)               =             15 
� (500)             =             95 
� (5 000)          =           669 
� (50 000)        =        5 133 
� (500 000)      =      41 538   
� (5 000 000)    =   348 513 
� (50 000 000) = 3 001 134  
 
     Nel 1896 Hadamard e, indipendentemente, de la 
Vallee, basandosi sul lavoro di Riemann, provarono il  
 
  Teorema dei numeri primi. 
  
 Il rapporto tra � (x)  e  x/ log (x)  tende a 1. 
 
   Questo significa che, quando x è grande,  x = log(x) è 
una buona approssimazione per � (x).  Per esempio,  per  
x = 50 000 000 il valore esatto è 3 001 134, con una 
precisione del 93,9 %. 
     Un’approssimazione migliore, già suggerita da Gauss, 
è data dal logaritmo integrale  Li(x), 
 
                            Li(x) = �     _dt__ 
                                      log t 
 
 Con il  programma Matematica, otteniamo che 
 Li (50 000 000) vale  circa 3 001 560; confrontando con il 
valore esatto si ha una precisione del 99,9%. 
 
(Vedi nota 2: con la nostra più semplice  funzione correttrice c’, 
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noi  riduciamo l’ errore percentuale  allo 0,1969 % , molto 
vicino allo 0,1827 % ottenuto con la funzione Li(x) = Li (50 
000 000, N.d.A.A.). 
 
  “L’approssimazione è incredibilmente buona. Possiamo 
quantificare  l’errore  Li(x)  -  � (x)? 
    Nel 1901 Von Koch dimostrò che RH è equivalente alla  
 
RH3 
 
Dato un qualsiasi 	  > 0, esiste un intero n tale che  per ogni t, 
                                                �  
               
  Li(t)  -  � (t) 
  <  t    �  t 
 
   Se proviamo  a sommare i logaritmi dei numeri primi, 
osserviamo che la somma dei  logaritmi  minori o uguali a x  è 
vicina a x stesso. 
 
                Poniamo � (x) =  
   log(p) 
 
Dove la sommatoria è estesa a tutti i numeri primi minori o 
uguali a (x). 
 Troviamo: 
 
� (100)                         =          83,72 
� (1 000)                      =        956,24 
� (10 000)                    =      9895,99 
� (100 000)                  =    99685,4 
� (1 000 000)              =  998 484 
 
   Anche in questo caso, per stimare l’errore  commesso, cioè la 
differenza tra � (x)  e   x, ci viene in aiuto la RH,  in un’altra 
equivalente formulazione 
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RH4 
 
    Dato un qualsiasi  	   > 0 , esiste un intero tale che per ogni t 
                                  �   
     
  � (t) -  t  
   <   t    �  t  .  “ 
 
 (che rivedremo meglio nel prossimo capitolo, N.d.A.A.) 
 
  “ A questo punto si può osservare che, una  dimostrazione 
della congettura di Riemann avvicinerebbe semplicemente la 
nostra conoscenza teorica, esatta, alla nostra conoscenza 
empirica, sperimentale. 
    Empiricamente Li(x) è un’approssimazione molto buona di 
� (x) (e altre funzionano ancora meglio) e nessuno impedisce di 
usarla.  Una prova di RH (o equivalente) fornirebbe certo un 
dimensionamento certo (ma non necessariamente ottimale) del 
margine d’errore…” 
 
   E a pag. 13 si parla anche dell’impossibilità che la 
successione dei primi sia casuale, perché presenta delle 
regolarità, e ne cita due: 
 
“ (1) per ogni n, tra n e 2n, c’è almeno un numero primo. 
   (2) tra n! +2 e n! + n non ci sono numeri primi. 
   La affermazione (1) è detta Postulato di Bertrand (vedi 
nota 3 con un nostro risultato, N.d.A.A.), che la verificò 
nel 1845 per n fino a   3 000 000. 
   Venne dimostrato da Tchebychef nel 1850. Il grande 
Erdös ne diede una dimostrazione assai elegante e 
semplice nel 1932. La tecnica di Erdös può essere estesa 
per  dimostrare che dato qualsiasi k esiste un N tale che, 
se n è maggiore di N, ci sono tra  n e 2n   almeno k primi 
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(la nostra soluzione è che ci sono almeno k = � (2n) –� (n) 
Primi,, vedi nota 3, N.d.A.A.). 
   La (2) , sebbene interessante,  è ovvia. Ricordiamo che 
n! è il prodotto degli interi tra 1  ed  n: Allora  n! + 2  è 
divisibile per 2,  n! + 3 è divisibile per 3, e così via fino a 
n! + n, che è divisibile per n. 
    Pur  essendo poco più  di una banalità la (2) dà 
un’argomentazione fortissima a favore della non- 
casualità  della successione dei primi. In una successione 
casuale esisteranno spazi lunghi quanto si vuole privi di 
un certo simbolo, ma non sapremo mai dove si trovano”. 
 
   Nel caso dei numeri primi invece in parte lo sappiamo, 
e anche  in due modi diversi: infatti, oltre che nel 
suddetto intervallo tra   n! +2  ed   n! +  n,  altri intervalli 
rarefatti  (con pochissimi numeri primi o anche privi del 
tutto di numeri primi) si trovano  in  intervalli, per es. di 
100 unità,  privi di  coppie di numeri primi gemelli:  
questo perché, per molti   N = 12n, l’ultima coppia di 
Goldbach è proprio una coppia di gemelli. E per una 
conseguenza di una nostra soluzione positiva della 
congettura di Goldbach, per i numeri pari N di forma   
N = 6n (e quindi anche  N = 12n)  ci sono molte più 
coppie di Goldbach (circa il doppio) rispetto ai numeri 
pari adiacenti  N = 6n-2  ed   N = 6n +2, essendo valida 
e facilmente verificabile la relazione di Goldbach: 
 
             G(N - 2)  +  G(N + 2)    �   G(N) 
 
dove G(N + 2)  è il numero delle coppie di primi p e q 
tali che p + q = N + 2, oppure p + q = N. 
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   Quindi, essendo le coppie di Goldbach simmetriche alla 
semisomma  s =  N  , una coppia di gemelli  è la più   
                     2  
vicina  ad s, infatti è data da p = s-1  e q = s + 1, ed 
essendoci più coppie di  Goldbach  per N = 12n,  ne 
consegue che  attorno ad  s  c’è un intervallo  denso di 
numeri primi; e, viceversa,  per  numeri  N = 12n + 2    
ci sono  intervalli  meno densi di numeri primi (o del  
 
tutto privi) intorno ad   N ,   e tali intervalli possono  
                                      2 
essere anche maggiori  di quelli tra n!+2 ed n! + n. 
 
    Ecco come, con l’aiuto della nostra soluzione per la 
congettura di Goldbach, possiamo finalmente spiegare  
la formazione di altri intervalli più o meno densi di 
numeri primi, legati alla presenza o meno di coppie di 
gemelli al centro di tali intervalli (vedi riferimenti finali 
sui siti che riportano i nostri risultati su Goldbach, 
Rif.2,3, 5). Anche tutto ciò (Goldbach e gemelli) 
influisce in qualche modo sulla distribuzione non casuale 
dei numeri primi, al pari del Postulato di Bertrand e degli 
intervalli riguardanti i fattoriali. 
      Per fare un solo esempio, nell’intervallo di 100 unità 
tra 10 000 019   e   10 000 079   ci sono 60 unità  senza 
alcun numero primo (e quindi  anche senza coppie di 
numeri primi gemelli); mentre per il precedente 
intervallo, pure di 100 unità, tra 9 999 900 e 10 000 000, 
ci sono ben nove numeri primi, tra i quali ben due coppie 
di gemelli ravvicinate, causa prima di  tale densità di 
numeri primi (vedi, tra l’altro, il nostro lavoro 
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“Progressioni Aritmetiche di numeri primi PAP1, PAP2 e 
PAP dense e  teoremi di Green, Tao e Goldston” sul sito 
del nostro gruppo Eratostene :                
http://www.gruppoeratostene.netandgo.eu   (Rif. 5) 
   In altre parole la distribuzione delle coppie di numeri 
primi gemelli, regolata  dalla formula  
                     
                      g(N) �  ___N___   ·   1,32032…  
                                            2 
                                  (ln N) 
 
dove 1,32032…  è una costante,  regola l’esistenza  di 
intervalli  numerici densi di numeri primi (dove ci sono 
coppie di gemelli ravvicinate)  o rarefatti o privi di 
numeri primi ( dove le coppie di gemelli sono più distanti  
 
tra loro rispetto alla loro frequenza media, circa ___1___ 
                                                                                         2 
                                                                                (ln N)  
 
così come la frequenza media dei numeri primi singoli è, 
 
 com’è noto,      ___1___  . 
                               ln N 
 
  Questa è la “regolarità” da noi scoperta  nella 
distribuzione dei numeri primi  in intervalli più o meno 
densi, e come tutte le altre regolarità sopra accennate 
(Postulato di Bertrand, fattoriali), ed eventuali altre, 
rendono non casuale la distribuzione dei numeri primi, 
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e quindi  tutte esse depongono a favore della RH, basata 
sulla regolarità dei numeri primi tramite la sua funzione 
zeta (moltiplicativa) e che noi cercheremo con questo 
lavoro di aggirarla con qualche funzione additiva, come 
detto nell’introduzione.  Ma torniamo al blog: 
    
   “… Dunque,  certamente la successione di primi non è 
casuale. 
   Però a partire da essa, si generano sequenze con un 
comportamento apparentemente casuale, e la RH fornisce 
informazioni asintotiche sulle oscillazioni di queste quantità.        
Per concludere  dirò che ritengo assai improbabile che la 
dimostrazione della RH possa portare a grandi rivoluzioni nel 
campo delle comunicazioni riservate: Questo avverrebbe se – 
per esempio – facilitasse la fattorizzazione degli interi. Occorre 
però ricordare che da anni e anni vengono studiate tutte le 
implicazioni della RH… Il problema della fattorizzazione è 
diverso. Essa avviene o non avviene, semplicemente. Che io 
sappia nessuno ha ricavato metodi di  fattorizzazione dalla 
ipotesi che RH sia vera  (noi abbiamo già ricavato un buon 
metodo di fattorizzazione  complementare – e in certi casi 
più veloce - a quella classica, dalla nostra soluzione del 
problema di Goldbach, vedi riferimenti finali, e anche  un 
accenno nelle prossime pagine, N.d.A.A.)  Non esiste un 
teorema del tipo 
     Se vale la RH allora, dato un intero, faccio questo e 
questo e lo fattorizzo.  Se esistesse lo si potrebbe usare. Se N 
non si fattorizza nel tempo previsto, la RH è falsa; se N si 
fattorizza siamo felici e rompiamo il codice RSA, anche senza 
aver dimostrato la RH.   Un teorema può avere un enunciato 
elegante ed essere esteticamente bello, può avere una 
dimostrazione difficile e profonda, ed essere  per  questo  di 
grande interesse matematico. Però la sua  forza , la sua 
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efficacia, non stà nella dimostrazione  ma nelle sue possibilità 
di applicazione, nelle      
 conseguenze che da lui si possono trarre, e queste dipendono 
dalla sua verità”. 
 
    Perfettamente d’accordo.  Noi stessi abbiamo 
elaborato, come detto prima, due  buoni algoritmi di 
fattorizzazione, illustrati nei lavori: 
a)  “Test  di primalità, Fattorizzazione e � (N) con le 
forme 6k + 1” 
b)  “ Fattorizzazione con algoritmo generalizzato con 
quadrati perfetti in ambito alle forme  6k + 1”( Rif.2, 3 e 
5)  dove  6k + 1  è la forma dei  numeri primi (tranne i 
soli 2  e  3) ed  dei  semiprimi (questi ultimi usati dal 
nostro collaboratore Ing. Rosario Turco per un  altro 
algoritmo di fattorizzazione  “Semiprimi e fattorizzazione 
col modulo” Ing. Rosario Turco, Prof. Maria Colonnese”, 
Rif. 3. 
      L’algoritmo del quadrato perfetto permette, per 
esempio, di fattorizzare istantaneamente il prodotto di 
due numeri primi gemelli p e q, poiché, per motivi  legati 
alle forme  6k+1  che esporremo nei suddetti lavori, tali 
prodotti sono di forma p*q = (6k-1)(6k+1) =  N  e in tali 
casi 
        
              p =  � (N +1)  - 1    q =  � (N+1)  + 1 
dove  1  è il quadrato della semidifferenza  tra due numeri 
gemelli; per numeri primi non gemelli, ovviamente la 
semidifferenza è maggiore e quindi anche il suo 
quadrato;  
un esempio per tutti   p = 11,   q = 13 (primi gemelli) 
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         N    =    p*q = 11*13 = 143 
 
          p =  � (143 +1) – 1 = � 144  -1  =  12 – 1 = 11 
 
          q  =  � (143+1)  +1 = � 144 +1  =   12 + 1 = 13, 
 
il tutto senza aver dimostrato la RH, come dice il Prof. 
Cerruti.  Però una relazione tra la  fattorizzazione dei 
semiprimi e la RH  in realtà ci sarebbe, tramite la RH1 
legata ai numeri abbondanti, e quindi anche ai fattoriali e 
a molti fattori, solo due nei casi dei semiprimi e quindi 
anche nei prodotti di Goldbach; ma la sua  applicazione  
praticamente è molto macchinosa, e non ne vale la pena; 
è molto più veloce la nostra tecnica dei quadrati perfetti e 
la fattorizzazione col modulo. Ma qui vogliamo 
accennare ugualmente a tale relazione tra fattorizzazione 
di  un semiprimo (un numero di tipo RSA, per intenderci) 
ed RH1. Rif. 3).  
 
   La RH1 è connessa alla funzione � (n),la somma dei 
divisori di  n. Per un semiprimo N (prodotto di due 
primi), � (N) =  1+ N + p + q, tutti i fattori propri e 
impropri di N . Togliendo i fattori impropri 1 ed N, 
rimangono  solo p e  q, la cui somma è un numero pari  
S = p + q. Dai nostri lavori su Goldbach, sappiamo che 
tale numero S è minimo solo per i quadrati perfetti, ed 
equivale a  S = p + q = n + n = 2n  solo se N è un  
                                      2 
quadrato perfetto, N = n   . Nei numeri N  non quadrati 
perfetti, S è compreso tra 2n  ed  N – 3, e quindi S = p+q 
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dovremmo cercarlo tra tutti i numeri pari compresi in tale 
intervallo, costruire tutte le coppie di Goldbach per 
ognuno dei  vari  possibili numeri pari S, e infine  tra 
queste trovare la coppia di Goldbach tale che  p + q = S,  
e   p*q = N. Ecco perché  tale ricerca è  laboriosa e 
praticamente  non conveniente, ed è molto meglio usare il 
metodo dei  
                             2            2       
quadrati perfetti  s    e   d    (rispettivamente semisomma 
e semidifferenza  tra i numeri primi p e q, tali che 
                     
                       p = s - d     e     q = s  + d,  
 
metodo tanto più veloce quanto più p e q sono vicini ad  
n = � N,  e quindi anche  S  più vicina a 2n  (sempre per 
una conseguenza della congettura di Goldbach: 
   mentre la somma e la semisomma sono costanti, la 
differenza decresce e il prodotto cresce, a partire dalla 
prima coppia di Goldbach fino all’ultima, e tutte 
simmetriche rispetto a   N , cioè con p e q sempre  
                                       2 
equidistanti da N  ) 
                         2 
    Mostriamo  qui tale  relazione  tra fattorizzazione di un 
semiprimo e la  RH1 tramite le coppie di Goldbach 
affinché qualche matematico possa  prima o poi 
approfondirla  meglio e trovare altri risultati teorici, 
magari più interessanti ed utili dei nostri, sia  sui numeri 
primi, sia  sulla  RH1 = RH  ecc.  
     Un’altra relazione tra  Goldbach, la RH1   e � (n), è la 
somiglianza dei rispettivi grafici, e dei relativi  
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contro esempi per quanto riguarda  Goldbach  (G(N) = 0)  
e  la  RH1  ( L(n) <  0).  Ecco perché la congettura di 
Goldbach (Vedi anche “Numeri primi in cerca d’autore”, 
Rif. 2, 3  e 5), tramite la nostra soluzione positiva, 
potrebbe essere molto importante per la RH1, e quindi 
indirettamente anche la  RH:  si potrebbe aggirare la 
funzione moltiplicativa zeta di Riemann con  la funzione 
additiva � (n), come in questo caso,  oltre che  con  le altre 
funzioni additive  collegate alle RH2, RH3, RH4.           
Riportiamo ora   altri indizi a favore della RH, dal libro di 
John Derbyshire “L’ossessione dei numeri primi” (Bollati 
Boringhieri) pag. 340:     
 
  “ Franklin si avvicina alla RH come si farebbe in un processo, 
e presenta le prove per la verità di RH: 
- Il risultato del 1914, secondo cui un’infinità di zeri si trovano 
sulla retta critica. 
- La RH implica il TNP, che si sa essere vero. 
- Interpretazione probabilistica di Denjoy, esposta in questo 
capitolo: 
- Un altro teorema del 1914, di Landau e Harold Bohr, 
 secondo cui la maggior parte degli zeri, tranne una parte 
infinitesima, è molto vicina alla retta critica. Notate che dal 
momento che il numero degli zeri è infinito, un trilione vale 
come una parte infinitesima. 
- I numeri algebrici di Artin , Weil e Deligne, che ho citato  nel 

paragrafo  17.3. 
 

Vengono poi le prove per l’accusa: 
- Lo stesso Riemann non aveva ragioni valide per sostenere 
l’affermazione fatta nell’articolo del 1859 che la RH fosse    
<<  molto probabile >>  e le regioni parziali  che potrebbero 
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aver motivato il suo enunciato sono state sconfessate da 
allora. 
- La funzione zeta mostra qualche comportamento molto 
particolare fino alla retta critica, come rilevato dai risultati al 
computer degli anni settanta (sembra che Franklin non 
sapesse dei risultati di Odlyzko). 
- Risultato di Littlewood del 1914  sul termine di errore  
Li(x) – � (x). 
  Afferma Franklin: <<Il collegamento della scoperta di 
Littlewood con l’ipotesi di Riemann è tutt’altro che chiaro. 
Fornisce  però qualche ragione per pensare che possa esistere 
un importante per l’ipotesi di Riemann, 
anche se non ve ne sono di minori. Per quanto posso dire, 
l’argomentazione di Franklin è qui per analogia. 
  << Per alcuni numeri molto grandi, il termine d’errore si 
comporta male, ed è collegato agli zeri della funzione zeta [i 
veda il mio capitolo 21]. Così forse per T molto grande, la 
funzione zeta si comporta male  con qualche zero al di fuori 
della retta critica”. 
 
 
   Commento:  finchè non si troverà questo 
“importante” contro esempio, l’ipotesi di Riemann può 
essere sempre  vera. E infatti, a proposito di contro 
esempio, nella nostra  “Proposta di dimostrazione 
dell’equivalenza di Lagarias RH1 = RH” due di noi (F. 
Di Noto e  M. Nardelli)  dimostriamo che nella RH1 
equivalente alla RH non ci sono nè ci possono essere 
contro esempi (L(n) < 0 ), e quindi, poiché RH1 = RH, 
di conseguenza non ce ne dovrebbero essere, ne 
importanti ne meno importanti, nemmeno nella RH  
(zeri fuori dalla retta  critica).  Alcune  proposte di 
dimostrazioni, oltre alla nostra sopra accennata, sono 
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state pubblicate  sul sito dell’università inglese di 
Exeter (Rif. 4) dove chiunque può leggerle ed 
eventualmente anche  approfondirle per confermarle o 
eventualmente anche confutarle, se è il caso. 
 
 CONCLUSIONE   (al primo capitolo) 
 
    In questo primo capitolo abbiamo riportato 
brevemente le  ipotesi equivalenti alla RH (RH1, RH2, 
RH3, RH4), accennando alla nostra proposta di 
soluzione positiva della RH1 tramite la funzione 
additiva � (n), e ad alcune regolarità  nella distribuzione 
dei numeri primi basate sulle coppie di numeri primi 
gemelli al centro degli intervalli più densi di numeri 
primi; inoltre abbiamo accennato anche alla 
fattorizzazione tramite le forme 6k+1  e ai quadrati 
perfetti, connessa con le coppie e le somme e i prodotti 
di Goldbach . Seguono due note:  la nota 1 su un 
teorema di Derbyshire equivalente alla RH2, e la nota 2 
su una nostra correzione del termine d’errore, tramite 
una funzione correttrice, con risultati molto simili alla 
correzione tramite Li(x). 
   Ovviamente, dimostrando un’ipotesi equivalente, 
quale che sia, si dimostrano automaticamente tutte le 
altre, essendo e equivalenti: 
         
          RH  =  RH1  =  RH2  =  RH3  = RH4 
 
 Il nostro risultato migliore  lo abbiamo già ottenuto 
con la RH1; ma  sulla base di questo lavoro,  
cercheremo di ottenere qualche altro buon risultato 
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anche sulle altre ipotesi RH equivalenti connesse a 
funzioni additive, e quindi aggirando ancora la 
funzione moltiplicativa zeta della RH, di più difficile 
trattamento matematico  ai fini di dimostrazione della 
RH.   
 
  NOTA  1 
 relativa alla RH2 connessa alla funzione  � (n) 
  Il Teorema di Derbyshire  15.2 equivalente alla RH2. 
 
     Nel suo libro “L’ossessione dei numeri primi”, 
Bollati Boringhieri ed., John Derbyshire  parla del suo 
Teorema  15.2  equivalente all’ipotesi RH,   connesso 
alla RH2 e quindi alla funzione  � (n), pag. 337 : 
 
    “Infatti, il mio teorema 15.2, che è equivalente alla RH, 
dice che la funzione M cresce fino a quella differenza nel 
caso di lanci ripetuti di una moneta. Per  metterla in altro 
modo, esso dice che un numero senza fattori ripetuti è una 
testa o una croce (ha un numero pari o dispari di fattori primi) 
con probabilità 50 – 50) Questo non sembra particolarmente 
improbabile e potrebbe in effetti essere vero. Se potete 
dimostrare che è vero, avete dimostrato la RH” 
 
  Teorema 15.1  e  15.2 a pag. 265: 
 
   “ Teorema 15.1 
                                1           
                                2 

         M(k)  =   O ( k   ) 
 
      Teorema 15.2 
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                              1 + �  
                              2 

       M(k)  =  O  ( k     )   
 
per ogni numero  	 , piccolo a piacere, dove M  è la 
funzione �  cumulativa: relazione con la funzione zeta a  
pag.264: 
 
     1___    =    
      ___� (n)___  . 
    �   (s)                   n                           s         
                                           n                                                                                                                  

     
 
   A pag. 264  Derbyshire scrive anche che (e questo 
potrebbe  anche essere importante, unito al nostro calcolo 
della media aritmetica dei valori sotto indicati, ai fini di 
una futura possibile dimostrazione della RH2): 
 
   “… M(k) è una funzione molto irregolare, che oscilla sopra e 
sotto lo zero con un andamento che i matematici chiamano 
random walk  ( << cammino aleatorio >> ). Per argomenti pari 
a  1 000, 2 000,…fino a 10 000 la funzione assume i valori:  2, 
5, -6, -9, 2, 0, -25, -1, 1, -23. Per argomenti fino a 1 milione, 2 
milioni,…fino a 10 milioni, la funzione assume i  valori:  212,  
-247,  107,  192,  -709,  257,  -184,  -189,  -340, 1037. Se non 
tenete conto dei segni, è abbastanza chiaro che la dimensione di 
M(k) aumenta,  ma di chiaro non c’è nient’altro” 
 
    E invece si: infatti  la media aritmetica di tali valori  
può essere un valore sempre più piccolo, in percentuale, 
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rispetto  ai valori della serie degli argomenti, o alla loro 
media: 
 
per esempio,  per la serie delle  dieci migliaia da 1 000 a 
10 000, la media  aritmetica è  
                   2+5-6-9+2+0-25-1+1-23     =  54  =  5,4 
                                       10                                10 
 
che rispetto a 5500 (media dei dieci valori), costituisce  il 
 
5,4   =   0,098 % , circa lo 0,9  per 10 000, e quindi un  
 55 
millesimo; mentre per la serie  dei  milioni da 
uno a dieci milioni, la media  aritmetica è: 
 
212-247+107+192-709+257-184-189-340+1037  = 136 
                                     10                                           10            
 
=  13,6, che rispetto a 5 500 000 (media dei dieci valori) 
costituisce il   ____13,6____  =  0,0002472  %, circa  il 
                             55 000  
2 per milione  sulla media dei valori 5 500 000 (il cui 1% 
è già  55 000). 
 
(La media per i primi valori di M(k)  per gli argomenti da 
1 a 10 
 
è   1+0-1-1-2-2-2-2-2-1   =   -12  =   -1,2 
                 10                          10  
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che costituisce il   __-1,2__            =   21,81 %  (in valore 
                                 0,055  
assoluto) rispetto alla media dei numeri da 1 a 10 (valori 
dei primi dieci argomenti).  Quindi, la media dei valori  
della funzione c M(k) cumulativa è una  percentuale 
sempre più piccola  della media dei valori argomenti,  e 
variabile dal 21,81 %  per i valori di k  da 1 a 10,  allo 
                       0,098  %  per i valori da 1 000 a 10 000,  
(per migliaia), allo 
                       0,0002472 % per i valori da 1 000 000 
a 10 000 000  (per milioni interi). Questo metodo, 
ulteriormente perfezionato e calcolato per tutti i k interi 
fino ad un certo numero, potrebbe essere utile per 
dimostrare  una sempre più piccola media percentuale 
rispetto alla media dei valori di k; qualcosa di simile, 
insomma, al valore sempre più piccolo dell’errore 
percentuale nella funzione  conteggio dei numeri, e cioè 
� (n) e relativo Teorema dei numeri primi o TNP già 
dimostrato, e connesso alla RH. Anche la funzione M(k) 
cumulativa, insomma, con la nostra  suddetta idea della 
media aritmetica dei valori di M(k) e  dei valori degli 
argomenti, potrebbe dare alla luce un nuovo Teorema 
(simile al TNP, errore percentuale sempre più piccolo),  
e  formulabile come segue:  
 
          “La media aritmetica dei valori successivi di M(k)  
è  una percentuale sempre più piccola della media dei 
corrispettivi valori di  k;   e quindi  tendente a  zero, come 
differenza  tra  i valori di “testa” e “croce”,  (+1)  e  (-1) 
dei valori di  M(k) al crescere di k.” 
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   Ma la percentuale si potrebbe calcolare anche sul valore 
finale degli argomenti, e forse è meglio, ottenendo valori 
simili:  1,2/0,1               =    12 %, 
             5,4/100            =      0,054 % 
           13,6/ 10 000       =     0,00136 % 
 
  Con rapporti successivi   10 /    1,2      =              8,33 
                                    10 000 /    5,4      =        1851,85 
                              10 000 000 / 13,6   =      735 294,11  
 
sempre crescenti tra il valore  massimo di k e la media 
dei valori di M(k), anche questo potrebbe servire. 
                       8 

  E con  1,2 �    �  10 =  1,33 
                       8 

             5,4 �    �  10 000 = 3,16 
                       
                       8 

           13,6 �    �   10 000 000  =  7,49 
 
  Se questa valutazione  della media   risultasse 
attendibile da nuovi e più approfonditi calcoli futuri, per 
argomenti prossimi  a 1 000 000 000 000  avremmo una 
media di  
             8 

circa  � 1 000 000 000 000  = 31,62, dimostrando come 
questa nuova funzione  M’(n),  che chiameremo Mu 
media, cresce molto lentamente al crescere di n, poiché 
i valori positivi e negativi di  M(n)  (funzione  � (n) 
cumulativa) tendono ad annullarsi reciprocamente, 
lasciando valori molto bassi di M’(n), per esempio 
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 -247  e  257, con differenza   257  - 247  = 10, 

-709 e  1037, con differenza 1037 – 709 = 328, per gli 
argomenti da  1 milione a 10 milioni.        
 
    E quindi tale nuovo nostro teorema, che chiameremo 
della Mu media, potrebbe forse  contribuire alla 
dimostrazione della RH2 e del Teorema 15.2 di 
Derbyshire .  Un suggerimento, questo, ai matematici che 
volessero affrontare la RH2 = RH  per questa via, cioè 
attraverso questa nuova regolarità nella distribuzione dei 
numeri primi tramite la funzione � (n) e  la nuova 
funzione M’(n),  il cui valore è, approssimativamente,  
                  
 
                 8 

  M’(n)  �   � n,  almeno per i pochi casi esaminati in 
questo lavoro.  Tale formula, ancorché provvisoria, 
potrebbe essere collegata alla diseguaglianza  relativa alla 
RH2, che brevemente ricordiamo: 
                                      �  

                 
 M(t) 
   <  t  � t                  (1)                                                                                                                                                                                                                                                                                         
      
Poiché l’andamento di M(t)  potrebbe essere collegato  
all’andamento di M’(t)  al crescere di t: studiando meglio 
quest’ultimo, si potrebbe comprendere meglio anche 
l’andamento di M(t)  nei limiti della (1). 
 
    Tenendo invece conto della sola somma algebrica S, 
rispettivamente  -12,  54   e  136, constatiamo che   
-12  è minore  di � 10= 3,16,  54  è minore di � 1000 =100 
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e   136 è minore di � 10 000 000  = 3262,27, e infine il 
rapporto  M’(n) , cioè tra la somma algebrica e  
                 t 
l’argomento   t   è, rispettivamente per i tre gruppi di 
numeri:  
 
-12 / 10                      =     -1,2 (unico valore negativo)      
                                                        
54 / 10 000                 =  0,0054   
136 / 10 000 000        =  0,0000136  
 
e quindi tendente a  0   per t sempre più grandi. Lo stesso 
fenomeno,  in misura  simile, si verifica con il rapporto  
tra il valore più alto  di M(t)  e t per i tre esempi: 
-2 / 10                      =  - 0,2 
-25 / 10 000             =  - 0,0025   
1037 / 10 000 000    =    0,00001037 
 
Cosa questa che potrebbe influire positivamente sulla 
RH2 e la funzione M(t)  per t molto grandi: la somma 
algebrica o il valore più alto di M(t) cumulativa è sempre  
vicina allo zero  come differenza  tra  valori negativi  
e positivi  di M(t), cioè tra  i valori di “testa” e i valori 
di”croce” di cui parla Derbyshire nel suo teorema 15.2 
 (e tendente a   0    è il rapporto M’(n) ) 
                                                       t 
  pag. 337 : 
 
  “ …Infatti il mio teorema15.2, che è  equivalente alla RH, dice 
che la funzione M cresce fino a quella differenza nel caso dei 
lanci ripetuti di una moneta. Per metterla in un altro modo, essa 
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dice che  un numero senza fattori ripetuti è una testa o una 
croce(ha un numero pari dispari di fattori primi – e quindi  
� (n) = 1 oppure  -1 , N.d.A.A.-) con probabilità 50-50 .Questo 
non sembra particolarmente improbabile e potrebbe in effetti 
essere vero. Se potete dimostrare questo, avete dimostrato la 
RH”  
 
   Tutto  questo (tendenza a zero del rapporto  S/t) ecc.) 
potrebbe essere un  altro nostro possibile e  utile 
contributo, se bene approfondito,  alla RH2. Altri  nostri 
possibili contributi alla RH3 (vedi nota 2 seguente)  e alla 
RH4 saranno esposti nel terzo e nel quarto capitolo. 
 
  Qui aggiungiamo una tabella  con esempi di calcolo per 
la RH2 

   
      TABELLA   ED   ESEMPI DI  CALCOLO  PER LA RH2 
 
     Dal libro di J Derbyshire “L’ossessione dei numeri  
 
primi”,  pag.264, sulla funzione di Mertens M(k), ed alcuni valori 
 
che poi sistemeremo in tabella: 
 
      “Nella storia dell’ipotesi di Riemann, il valore cumulativo di 
� (n), ovvero il numero che si ottiene sommando � (1) + � (2) + 
� (3)+…+� (k) per un determinato k, è importante tanto quanto 
� (n). Questa è la << funzione di Mertens  >>, M(k). I suoi primi 
10 valori (vale a dire per gli argomenti k = 1,  2,  3...fino a 10,sono 
1, 0, -1, -1, -2, -1, -2, -2, -2, -1.  M(k) è una funzione molto 
irregolare che oscilla sopra e sotto lo zero con un andamento che i 
matematici chiamano random walk  (<< cammino aleatorio >>). 
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   Per argomenti pari a 1000,2000, 3000 … fino a 10 000 la 
funzione assume i valori:  2,   5,  -6,  -9,  2,  0, -25, -1,  1, -23 . Per 
argomenti pari a 1 milione, 2 milioni…fino a 10 milioni, la 
funzione ha i valori. 212,-247, 107,192, -709, 257,  -184, -189,-
340, 1037. Se non tenete conto dei segni, è abbastanza chiaro che 
la dimensione di M(k)  aumenta, ma di chiaro non c’è nient’altro. 
   Dall’espressione 15.5 segue che gli andamenti della funzione �  
e della funzione M ( �  cumulativa) sono strettamente collegati  
con la funzione zeta e, pertanto, con l’ipotesi di Riemann. Infatti, 
se potete dimostrare il teorema 15.1, seguirebbe che l’ipotesi di 
Riemann è vera! 
                                           1              
                                           2 

                      M(k) =  O (k    ) 
 
                       Teorema 15.1 
 
 
  Se però il teorema 15.1 non vale, non segue che l’ipotesi è falsa.  
I matematici dicono che il teorema 15.1 è più forte dell’ipotesi. 
Una versione leggermente più debole, il teorema 15.2 è 
esattamente forte come l’ipotesi. 
                                         
                                            1 + 	      
                                            2 
                         M(k) = O (k   ) 
 
per ogni numero  	 ,    piccolo a piacere. 
 
                            Teorema 15.2 
 
    Se il teorema 15.2 è vero, l’ipotesi è vera; e se il teorema è 
falso, l’ipotesi è falsa. Sono teoremi del tutto equivalenti…” 
 
  In definitiva, grosso modo  M(k) dovrebbe essere sempre minore,  
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come valore  assoluto (dimensione) della radice quadrata di k,  e  
 
quindi  
 
                                     M(k)  <  �  k 
                                                           
 
                                                        	  
 vedi  2°  capitolo:    
  M(t)  
  <  t    � t ,   espressione matematica  
 
rigorosa   della   RH2. 
 
       Vediamo ora, nella Tabella seguente, il confronto tra i valori  
 
di   t = k,   M (t)  (dimensione),  � t, con M(t) sempre minore di � t  
 
affinché la RH2 sia vera: 
 
t                 M(t)    <        � t 
1                  1               1 
2                  0               1,41      
3                  1               1,73 
4                  1               2 
5                  2               2,23 
6                  1               2,44                      
7                  2               2,64 
8                  2               2,82 
9                  2               3   
10                1               3,16 
…                …              … 
1 000           2             31,62 
2 000           5             44,72  
3 000           6             54,77 
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4 000           9             63,24 
5 000           2             70,71 
6 000           0             77,45 
7 000         25             83,66 
8 000           1             89,44   
9 000           1             94,86 
10 000        23          100 
…              …           … 
1 000 000        212             1 000 
2 000 000        247             1 414,21 
3 000 000        107             1 732,05 
4 000 000        192             2 000 
5 000 000        709             2 236,06 
6 000 000        257             2 449,48 
7 000 000        184             2 645,75 
8 000 000        189             2 828,42   
9 000 000        340             3 000   
10 000 000    1 037            3 162,27 
 …                   …                  … 
 
 
Per t = 100 000 000,  M(t) (valore a noi sconosciuto)  sarà  
sicuramente  minore di 
 
 10 000, o comunque, col teorema 15.2 e per 	  =0,10,  minore di 
                     0,1 
  100 000 000     �   10 000   =  6,3095 x 10 000  = 63 095, e con 	  
= 0,01, minore di 
                     0,01 
  100 000 000     �   10 000   =  1,2022  x 10 000  = 12 022, e così 
via, per valori di 
                              	  
  	  tendenti a 0,    t   � � t   tende a   � t,  per cui M(t)  può essere al 
massimo  
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vicinissima � t  affinché la RH2 sia vera, ma mai uguagliarla, 
perché  è la  
                                               	  
disuguaglianza  
  M(t) 
  <  t    �  � t   a rendere  vera la RH2, e 
non l’uguaglianza, 
 
diversamente  dall’equivalente  variante di Derbyshire   
(Teorema15.2): 
                                                1  + 	  
                                                2 
                            M(k)  =  O(k  ) ,   che invece  ammette il segno  
= di uguaglianza (anche se la O grande significa “nell’ordine di 
grandezza di…”). 

 
 Nota 2  
 Riguardante la RH3 connessa alla funzione � (n) 
  La nostra funzione correttrice per il termine d‘errore. 
  Con il nostro lavoro “Due formule più precise per il 
calcolo dell’ N° numero primo e di  � (N)” abbiamo 
introdotto le rispettive  funzioni correttrici c  e  c’   
                                                   23 

(con   c’�  �  c) utili fino a N = 10  ) che permettono di 
abbattere l’errore percentuale in modo simile a  Li(x). 
  Per  esempio, per  � (50 000 000),  il valore  reale è  
                                                                                     7 

3 001 143. Le funzioni correttrici sono 1,0711 per  10 
                                    8 

e  1,0612 per 10  ,   possiamo usare  sia 1,0711  , 
ottenendo 
 
     � (50 000 000)  �     50 000 000   ·  1,0711 = 3 021 006 
                                  ln 50 000 000 
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     � (50 000 000) �    50 000 000    ·   1, 0612 = 2 993 084 
                                 ln 50 000 000 
 
con discrepanze di 19 872  e 8 049 rispetto al valore reale 
3 001 134. Usando invece la media aritmetica  tra i due 
valori di c’, avremo 
                             1,0711 + 1 0612    =  1,06615 
                                          2 
 
e  � (50 000 000)   �    50 000 000   ·  1,06615 = 3 007 045 
                                   ln 50 000 000  
 
 
(poiché 50 000 000 è a metà strada tra  i due numeri  
   7               8 

10    e  10  )  con discrepanza  di sole 5 911 unità,  e 
quindi con un ‘errore percentuale di  
 
 __5 911__   =  0,1969 ;   mentre con  Li(x) si ottiene  
 30 011,34 
 
un errore percentuale di   ___5 485__  =  0,1827, 
                                           30 011,34  
valore vicinissimo allo 0,1969 ottenuto con la media dei 
due valori della funzione correttrice  c’, data dal rapporto 
tra il valore reale di � (n) e il valore stimato col la formula   
   ____n____ ,   dove n è, nelle nostre tabelle, una      
        ln (n) 
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                                       23 

potenza di 10 fino a    10    , idem per la funzione c per il 
calcolo dell’ N° numero primo, con c tale che  
  N°  �    N  ln (N) c.        (Rif. 5). 
 
 
Nota 3 
Riguardante il Postulato di Bertrand 
Per questo postulato, già dimostrato, proponiamo la 
nostra semplice soluzione statistica. Tra n e 2n  ci sono 
non  almeno  un solo numero primo, ma  almeno k 
numeri primi con  valore reale di   k  =   � (2n) -  � (n) , e 
quindi, con il calcolo, 
 
                          k �  __2n__     -     __n__     
                                 ln (2n)              ln (n) 
 
 Per esempio, per n  = 100 e 2n = 200: 
 
k �  __200__   -  __100__  = 200 – 100 =  37,80 - 21,73  = 16,07 
      ln(200)      ln(100)      5,29  4,60 
 
in realtà da 10 a 200 ci sono 21 > 16,07 numeri primi, 
poiché la formula logaritmica di Gauss dà valori 
approssimati per difetto.   
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                      SECONDO CAPITOLO 
 
                  (FUNZIONI   E   GRAFICI) 
 
 
   Prima di passare alla  RH3  e alla RH4, che rivedremo 
meglio nel terzo capitolo,  dedicheremo questo secondo 
capitolo ad alcuni grafici  e tabelle  relative alle funzioni 
coinvolte nelle varie  ipotesi RH equivalenti, data la 
somiglianza tra alcuni grafici relativi a funzioni 
differenti, anche con qualcuna (per es. Goldbach) non 
direttamente interessata ad una particolare ipotesi. 
    Questa notevole somiglianza  potrebbe essere utile ad 
eliminare possibilità di contro esempi (per es. per 
Goldbach e RH1), poiché entrambi i relativi grafici 
presentano  aree libere da valori, compresi i possibili 
contro esempi, e quindi contribuire a dimostrare la verità 
della congettura interessata, in questo caso Goldbach ed 
RH1.  Le tabelle invece evidenziano particolari 
andamenti comuni ad alcune funzioni, per esempio la 
tendenza a   0   oppure ad  1; andamenti con 
caratteristiche comuni, per esempio un valore  come 
radice quadrata per es. nel problema di Basilea, connesso 
alla RH3) o quarta  (per es. la funzione � (n) nella RH4) 
del valore precedente, ecc. e quindi potenzialmente utili  
per una migliore comprensione dei meccanismi 
matematici, principalmente di tipo logaritmico, coinvolti 
nei grafici  e nelle  tabelle considerate. Grafici e tabelle 
eventualmente molto utili a future ricerche e quindi 
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indirettamente anche alle possibilità di dimostrare una 
delle ipotesi RH equivalenti  esposte in questo lavoro  
panoramico e riepilogativo, corredato da qualche nostro  
utile contributo. 
   Cominceremo coi grafici Fig 2 e Fig.3 connessi alla 
funzione � (n) sulla quale si basa la RH2, ; nel primo si 
nota una maggiore regolarità del grafico, dove la somma 
algebrica dei valori positivi e negativi tendono ad 
annullarsi  sulla retta centrale con valore zero; e la loro 
media cresce lentamente con n  come visto  nella Nota  1 
del primo capitolo. Mentre per il grafico Fig 3 
(distribuzione casuale dei lanci di una moneta) ciò non è 
possibile, mancando le regolarità del primo grafico 
(distribuzione solo apparentemente casuale dei numeri 
primi) 
(Dal blog del Prof. Umberto Cerruti: 
http://alpha01.dm.nito.it/personalpages/cerrti/luglio04-
gennaio28   articolo Congettura di Riemann e sicurezza 
mondiale, al quale si rimanda per la descrizione dei 
grafici. 
     
Fig.2 
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fig. 3 
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 Una somiglianza  notevole si nota tra i grafici della 
funzione L(n), connessa alla funzione � (n),  vedi Fig. 4, 
e il grafico della funzione �  di Eulero, vedi Fig. 5. 
 
 
  Dove la linea tratteggiata è nostra, per evidenziare  
l’angolo inferiore privo di valori, e quindi di contro 
esempi  L(n) <  0  per la RH1, come  da noi  mostrato nei 
due nostri lavori  (equivalenza di Lagarias  RH1 = RH, 
Rif. 2,  3 e 4). Nella  seguente Fig.5  ci sono invece i 
grafici simili della funzione �  di Eulero, tratti dai siti web 
Wikipedia e Mathword 
 
 

 
Fig.4 
 
 
Anche qui si nota, come nel grafico precedente, un 
angolo superiore libero da valori come nel grafico 
precedente della Fig.4, un angolo centrale con i valori di 
�  e un angolo inferiore pure libero da valori come 
l’angolo superiore; poiché, come vedremo in seguito,  
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� (p) = p +1 se p è primo e  per i numeri primi si hanno i 
valori più alti(e quindi sulla linea superiore del grafico), 
mentre per glia altri numeri composti si  hanno i valori 
intermedi, e comunque minori di    n  , e cioè � (n) <    n  . 
                                                         2                            2 
   I valori minori di  � (n) si hanno per i numeri n multipli 
di 6, e quindi di forma n = 6k: 
� (12) = 4,  
� (18) = 6, 
� (24) = 8, 
� (30) = 8, 
� (36) = 12,   
� (42) = 12,  e così via, vedi Tab. 1 finale.  
 
   Ciò collega indirettamente la funzione � (n) alla 
funzione G(N), di Goldbach, anch’essa  collegata ai 
multipli di  6, con N = 6k, ma con la differenza che ora i 
multipli di 6 hanno più elevati valori di G(N), numero 
delle coppie di primi la cui somma  è N. E anche i relativi 
grafici così si somigliano molto, anche se per opposti 
motivi:  per i multipli di 6 la funzione � (n) assume i 
valori minimi,   mentre la  funzione G(N) assume i valori 
massimi rispetto a numeri vicini ma non multipli di 6. 
   Un nostro risultato è la relazione di Goldbach: 
             G(6k-2) + G(6k+2)   �    G(6k) 
 
come è esposto nei nostri ultimi lavori su Goldbach e altri 
(Rif. 2, 3  e   5, in modo particolare nell’articolo “Numeri 
primi in cerca d’autore”.  
La seguente Fig. 5 è  stata tratta dalla voce di ricerca  
“Mathword Goldbach” su Internet. 
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 Fig. 5 

 

 
                                     Fig.   6 
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      Notiamo una certa somiglianza generale tra tutti i 
suddetti grafici (tranne  quelli della Fig. 2  e  Fig.3 che 
riguardano la RH3 e la funzione � (n)), e che chiameremo 
“tri-angolari” (gli inglesi li chiamano invece “comet” 
perché somigliano molto  alle code delle comete) poiché 
costituiti da un angolo superiore libero di valori, un 
angolo centrale in cui si concentrano i valori della 
funzione interessata, e un angolo inferiore libero da 
valori, e  quindi anche di contro esempi per le congetture 
interessate (ricordiamo la RH1  e Goldbach), e mostrano 
quindi anche graficamente la loro verità di fondo. 
      Circa invece i numeri primi p, la funzione � (p) 
assume i valori più alti, essendo  di più i numeri  fino a p 
coprimi con p, rispetto ai numeri composti. E quindi per i 
numeri primi la funzione  � (p) assume ovviamente i 
valori più alti (contrariamente alla funzione somma di 
divisori, � (p, avendo p i due soli divisori 1 e se stesso). 
    Per i numeri primi, com’è noto, abbiamo 
 
   � (p)  =  p  - 1   (valori alti rispetto ai numeri composti) 
 
 mentre per la funzione  � (p)  abbiamo 
 
   � (p)  =  p + 1  (valori bassi rispetto ai numeri composti) 
 
che rivedremo in seguito collegando la funzione � (p) alla 
congettura di Goldbach. 
 
     Ricordiamo brevemente che nella funzione L(n) 
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della RH1 è coinvolta la funzione  � (n), specialmente per 
i numeri abbondanti (tipo i fattoriali e i loro multipli), 
 
 
con la formula    
                                      Hn  
               L(n) =   Hn  + e   ·  log Hn  -  � (n), e affinché la 
RH1 sia vera deve essere  L(n)  >  0.  Solo i numeri 
abbondanti  sembrano  pericolosi per la RH1,  ma non lo 
sono, poiché la funzione  � (n) per i numeri abbondanti  
                                                         Hn 
cresce meno velocemente  di  Hn + e   ·  log Hn , e quindi 
la loro differenza L(n) sarà sempre positiva e  maggiore 
di 1, come abbiamo mostrato  nei nostri due lavori sulla  
RH1 = RH;  e quindi anche  = RH2, RH3, RH4, essendo 
tutte le  ipotesi RH equivalenti tra loro. Altri  possibili 
indizi li troveremo con questo lavoro,  un punto di 
riferimento sia per noi,  sia per altri studiosi 
eventualmente interessati a trovare altre possibili 
dimostrazioni della RH usando le altre funzioni additive 
connesse a ciascuna delle ipotesi RH2, RH3, RH4, 
confermando  indirettamente il nostro risultato sulla  RH1 
tramite la funzione � (n). 
 
  Ma torniamo alla funzione � (p) = p -1. Osserviamo che 
� (n) e  � (n) sono in qualche modo complementari, nel 
senso che  i coprimi di n sono i numeri diversi dai 
divisori di n; per esempio, se n = 8,  
� (8) = 4 = numero dei coprimi 1, 3, 5, 7   di 8, 
� (8) = 15 = somma dei quattro divisori di 8, e cioè 1, 2, 
4, e 8 con in comune soltanto l’unità, insieme coprimo e 
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divisore di tutti i numeri n. Ovviamente  2, 4  e 8 sono 
diversi dai coprimi  1,   3,  5, e  7. Insomma, i numeri  
fino a n  si dividono in  coprimi con n  e divisori di n, 
     I grafici per � (n) e � (n), o meglio i loro valori, sono 
quindi capovolti, cioè con i valori di � (p) più alti per i 
numeri primi, e più bassi per i numeri multipli di 6 
(avendo questi più divisori e meno coprimi); e, viceversa, 
per � (n), con i valori ora più bassi per i numeri primi 
(avendo essi due soli divisori e quindi somme minori)  e 
più alti per i multipli di 6 ( con più fattori  e  più divisori 
e quindi con somme maggiori), e inoltre i multipli di 6 
hanno un maggior numero G(N) di coppie di Goldbach 
(vedi Fig.6).  
 
      Concludendo, le quatto funzioni � (n), � (n), L(n) e 
G(N) sono tra loro interconnesse tramite i multipli di 6, 
connessioni rese evidenti dai rispettivi grafici, ma anche 
da formule che  vedremo nella “Griglia delle connessioni 
tra le varie funzioni…” in Nota 3 a questo capitolo. 
 
     Una somiglianza  della funzione � (p)  con la funzione 
G(N) è questa, seguita da un esempio numerico: 
 
       � (p-1)  +  � (p+1)  �   � (p)           con p primo:  
           
        � (16)   +  � (180)    �   �  (17) 
            
            8       +       6      =  14    �    16  = 17 – 1,  
idem per qualsiasi altro numero primo. 
 
     G(N-2)    +    G(N+2)   �     G(N)   con N = 6k  
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  G(454)    +    G(458)    �     G(456)   con 456 =  76 x 6   
   
       12             9    =  21  �           24. 
 
   In genere � (p-1)  +  � (p+19 è sempre minore di  � (p) 
e � (n) è sempre minore di  n  .  
                                            2  
 
 Altre stime (Mathword) danno  � (n)  > � n , per cui   
 
          � n  >   � (n)  <    n   . 
                                     2  
 
 Conclusione. 
 
  In questo secondo capitolo abbiamo connesso le 
congetture   RH1 = RH e la congettura di Goldbach 
tramite la funzione  � (n),  e le  funzioni   � (n), � (n), L(n) 
e � (n)  tramite le somiglianze tra i loro grafici, , 
specialmente quando n è primo   oppure multiplo di 6, 
cosa  questa importante sia per Goldbach, sia per la 
funzione � (n), dove  n  può essere un fattoriale o un suo 
multiplo e quindi abbondante, e significativo (ma solo 
“apparentemente pericoloso” per la RH1). Rimangono da  
prendere meglio in considerazione le funzioni � (n)  e la 
funzione � (n), con altri indizi possibilmente utili per  la 
RH3  e la RH4, che vedremo nel terzo ed ultimo capitolo. 
 
 Seguono alcune note e tabelle 
 



 45 

   Tabella  di  � (n)  ed n divisa in sei colonne  
 
 
 6k+2          6k+3        6k+4         6k+5        6(k+1)    6(k+1)+1     
n;  � n        n; � (n)    n;(� (n)      n; � (n)    n; � (n)    n; � (n)    
                                                                                       1    1 
2     1           3     2       4   2            5   4          6    2       7    6 
8     4           9     6      10  4           11  10        12  4      13   12 
14   6          15    8      16  8           17  16        18  6      19   18 
20   8          21  12      22  10         23  22        24  8      25   20 
26   12        27  18      28  12         29  28        30  8      31   30 
32   16        33  20      34  16         35  24        36  12    37   36 
38   18        39  24      40  16         41  40        42  12    43   42     
…             …          …               …               …        …   
 
Sono sottolineate le coppie con rapporto N/� (N) = 2  oppure 3; 
Più  in generale, nella prima colonna il rapporto medio  è   > 2; 
nella seconda colonna, il rapporto medio è                           < 2;      
nella terza colonna, il rapporto medio      è                           > 2; 
nella quarta colonna (esclusi i numeri primi)  “       “       “  < 2; 
nella quinta colonna                                         “       “       “  > 3; 
nella sesta colonna   (esclusi i numeri primi)   “      “        “  < 2. 
Per i numeri primi, com’è noto, il rapporto p/� (p) = p/(p-1) �  1 
Il suddetto  rapporto quindi varia tra valori leggermente superiori a 
1 quando n = p = primo, a  3 o a valori superiori  a 3 per  n 0 
multipli di 6,  giacenti sulla quinta colonna (n=6k). 
 

 
TABELLA  DEI VALORI DI  � (n) fino ad n = 42 
con  � (n)  �   n   , e con �  (n)  �    n     se n è di forma 6k    
                     2                              3 
( i numeri primi sono sottolineati) 
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k       n       � (n)    �       n/3  per  n = 6k 
 
          1           1          
          2           1 
          3           2 
          4           2  
          5           4 
1        6           2          =  6/3  =  2  (Valori bassi per n = 6k) 
          7           6          =   p – 1   (valori alti se n = p  primo) 
          8           4 
          9           6 
         10          4 
         11        10  
2       12          4           = 12/3   =  4                   
         13        12 
         14          8 
         15          8 
         16          8 
         17        16  
  3     18          6            =  18/3  = 6 
         19        18 
         20          8 
         21        12 
         22        10 
         23        20  
4       24          8        = 24/3 = 8 
         25        20 
         26        12 
         27        18 
         28        12 
         29        28 
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5       30           8        �  30/3  = 10 
         31         30 
         32         16 
         33         20 
         34         16 
         35         24 
6       36         12         = 36/3   = 12 
         37         36               
         38         18 
         39         24 
         40         16 
         41         40   
7       42         12        �    42/3  =  14  
            …        … 
Per i valori successivi vedi  alla voce di Wikipedia  
“Funzione  � (n) di Eulero”.  Come si può facilmente notare, 
i valori minori della funzione si riferiscono ai numeri n  
multipli di 6 (importanti, come abbiamo già accennato, per 
la funzione L(n) della RH1 e per la congettura di 
Goldbach), per i quali invece  la funzione � (n) assume i 
valori più alti, e viceversa per i numeri primi.  

 
  Più in generale, � (6k) �  6k  �  2k  per i multipli di 6,  e 
                                          3 
 
  con �  (n)  �   n  per tutti gli altri numeri; mentre per i  
                       2 
numeri primi,  il rapporto è    ___p___   �    1 
                                                   p – 1 
 
e tendente  a 1 come limite inferiore, al crescere di p. 
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In conclusione,  rapporto  n /� (n) massimo  (circa 3) per i 
multipli di 6, rapporto medio (circa 2)  per tutti gli altri 
numeri composti, e minimo (circa 1) per i numeri primi. 
Inoltre, per i numeri di forma 6k,  � (6k)   <  2k ; 
 per es. , per  n = 42 = 6 x 7,  � (42) =  12  <  2 x 7 = 14, 
mentre  per n = 36 = 6 x 6 ,  � (36)  = 12  =  2 x 6  = 2k. 
 Forse anche queste osservazioni  su � (n) e la forma di n 
(6k,  6k+2,  oppure  primo, di forma 6k+1) potrebbero 
essere interessanti ai fini di possibili dimostrazioni di 
qualche ipotesi equivalente tramite la funzione � (n), di 
per se stessa però  non particolarmente o direttamente 
legata a qualcuna delle ipotesi RH equivalenti; sebbene 
connessa alla � (n) e alla G(N) tramite la forma  n = 6k   
ed   N  pari = 6k.  
 
   Nota 1     
   Connessioni matematiche tra le varie funzioni e le 
ipotesi RH equivalenti  RH1, RH2, RH3 ed RH4 
       (vedi seguente griglia delle connessioni) 
 
  Le connessioni matematiche individuate sono le 
seguenti: 
 
a) tra funzione � (n)  e    funzione � (n): 
 
                   �    d  � ( n )    =  � (n),  con d = divisori di n 
                    d            d 
 
b)   tra funzione  � (n)   e   funzione  � (n)   
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       n · � (n)  �   2 (mod � (n) ) 
                     �   0 (mod � (n) )     se  � (n)  �  2 
                     �   2 (mod � (n) )     se   altrimenti 
 
 c)    altra relazione tra � (n) e � (n) 
 
                 � (� (n))  =  n   
 
 Le prime soluzioni trovate da Helnius sono per  
    
 2,  8,  12,   240,  720,   6912,   32768. 
 
 Per es. per n = 12: 
 
� (12) = 28,   � ( � (12)) = � (28) = 12 
 
 Qui notiamo che tutti i numeri trovati da Helnius sono di 
forma  n =  6k  oppure n = 6k +2, esempi: 
 
2            =   6 x  0 +2 
8            =   6 x  1 +2 
12          =   6 x  2 
240        =   6 x  40 
720        =   6 x  120 
6 912     =   6 x  1 152 
32768    =   6  x 5 461  + 2 
 
Anche qui  riappare la forma n = 6k, anche se questa 
volta  insieme alla  forma   n = 6k + 2, e  quindi non da 
sola come per  � (n)  e G(N)  dove queste funzioni 
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assumono i valori maggiori  rispetto a numeri di forma 
diversa). 
 
d) tra   funzione � (n)  e  funzione G(N)  (Goldbach) 
 
    se la congettura di Goldbach fosse vera, come noi 
abbiamo dimostrato (Rif. 2, 3  e 5),  allora per ogni intero 
positivo m, esistono due primi p e q  tali che 
                  
          � (p)  + � (q)  = 2m    (numero pari, quale che sia m) 
 
Infatti, poiché  � (p)  = p -1   = numero pari (con 
eccezione per p =2) e � (q) = q – 1 = altro numero pari, 
(sempre con eccezione per q = 2) la somma di due pari è 
sempre pari 
 
                 (p-1)  +  (q-1)  =  p + q – 2, anche questo pari 
 
da cui deriva che  p + q  - 2  =  2m , e che  p + q = 2m – 2 
anch’esso numero pari, e corrisponde ad N pari = p + q  
della congettura di Goldabch; per esempio, per p = 23  e 
q = 37: 
 
             � (23)  + � (37) =  22  + 36 =  58 = 2m,  
 
mentre p + q =  23 + 37 = 60 = 22 + 36  + 2 = 2m + 2 = N 
pari somma di due numeri primi diversi da 2, proprio 
come vuole  la congettura di Goldbach  (unica eccezione  
N = 2 + 2 = 4, il numero minimo richiesto per N pari) 
  Infatti, tutti i numeri pari N >  4 sono la somma, e anche 
più volte (esattamente G(N) volte),  di  G(N) coppie di 
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Goldbach p + q = N; per esempio per N =100 ci sono 6 
coppie di Goldbach (e quindi G(100) = 6, e G(N) cresce  
quasi  regolarmente al crescere di N in base ai multipli 
dispari di  3, dei numeri primi e dei numeri composti 
esistenti  fino ad N, e  non regredisce mai fino a 
G(N) = 0, contro esempio - peraltro inesistente - della 
congettura (vedi Fig. 5, con l’angolo inferiore privo di 
valori, zero compreso) e nostra ultima dimostrazione in 
“Numeri primi in cerca d’autore, Rif. 2, 3  e 5). 
Ricordiamo che per N = 6k, G(N)  assume valori di circa 
il doppio rispetto ai numeri pari vicini di forma 
 N  = 6k + 2, a causa del ruolo dei  multipli dispari  di 3 
nella formazione delle coppie di Goldbach, ruolo ora 
perfettamente compreso e che ci ha permesso di  
dimostrare la congettura  forte di Goldbach, e di 
conseguenza anche della congettura debole ( N > 7   
come somma di tre numeri primi), e questa è, com’è noto, 
un sottoproblema della GRH. 
  Segue la griglia di queste e  delle altre  connessioni tra 
le varie funzioni  e con una delle ipotesi RH equivalenti 
(indicate nell’ultima colonna  a destra) 
 

 
 Griglia delle connessioni tra le varie funzioni e le ipotesi 
 
RH1,    RH2,   RH3  ed   RH4  equivalenti alla RH, con  
 
alcune osservazioni finali sulle progressioni di Dirichlet. 
 
                                     
                                         …. 
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        � (n)   � (n)  � (n)   � (n)   � (n)   � (n)   Li(n)  L(n)  G(N)    RH   
___________________________________________________ 
 
� (n)    -   si (1)  si (2)g   si(9) si(3)   no      no     si(g)  si(4)g     RH1  
 
� (n)    -       -        no     si(6)    no      no      no     no     no        RH2 
 
� (n)    -       -        -        no       no      no      no   si(5)g  si(g)    RH1                                                                             
 
� (n)     -       .        -        -    si (8,10)  si(7)  no      no    no         RH3     
 
� (n)     -       -        -         -        -         no        no     no     no        RH       
 
� (n)    -      -         -         -         -        -           no     no     no     RH4    
 
Li(n)    .      .          .        .          .         .          -         no     no     RH     
 
L(n)     -      -          -        -         -        .           .         .       si(g)  RH1    
 
G(N)   -      -           -        -         -        -          -          -          .    RH 
                                                      (Tramite GHR e Goldbach deb.)   
 
 
 
 
   Formule  numerate per le varie connessioni “si” : 
 
 
(1)     
  =  d  � ( n )  =  � (n)     
          d                  d 
 
(2)   � (� (n) ) =   n           con n = 2,  8,  12,   128,  … 
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        �  

(3)   
   � (n)     =   � (s-1) 
     n=0       s                   �  (s) 
             n   
 
(4)    � (p)  + � (q)  =  2m;    p + q = 2m + 2 
 
                                 Hn 
(5)   L(n)  =  Hn   + e   �  log Hn  -  � (n),  con L(n) > 0        
 
 
                                 n 

(6)    � (n) = 
  � (n) J �  x 
                    n        n 
                        
                           
                          x 

(7)    � (n) �   Li(n)  =   �    d n 
                             n    log n 
 
                                        �                                            k 
(8)  � (n) �   Re(n) = 1  + 
   ____1____  (log n) 
                             k=1         k�  (k+1)           k! 
g = grafico simile 
 
  Un’altra relazione tra  � (n)  e  � (n)  è la formula  (9): 
 
       � (x,a,b)      �    __1__                                    (9) 
         __x__                 � (a)        
           log x 
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connessa ad una generalizzazione della RH  (GRH) 
 
ad opera di Dirichlet  con le sue funzioni  L;  e si riferisce  
 
alle progressioni   an + b, per esempio  4n + 3  o 6n+5 
 
(quest’ultima  equivalente a 6(n+1) -1 = 6k -1, che insieme  
 
alla 6k+1, è una delle forme generatrici di numeri primi: 
 
        P  = 6k+1   con eccezione del 2 e del 3, e di  tutti i  
 
prodotti  tra primi (senza fattori 2 e 3 ) e le potenze  dei  
 
numeri primi. (Tali forme possono essere scritte anche  
 
come  P = 1 +6n, che danno luogo a numeri primi negativi e  
 
 
positivi,  in particolari i numeri gemelli diventano 
 
-p  e  +  q = p+2, e  ora è la loro somma algebrica ad essere 
 
uguale a  2, infatti   q + (- p)  = q  -p = 2, e viceversa è la  
 
loro differenza algebrica ad essere:  
 
               q – (- p) = p + q = N = 12n   ) 
 
 



 55 

 Forme   6k+1 da noi utilizzate, con l’aiuto dell’informatico 
 
 Ing. Rosario Turco,  per elaborare  efficienti algoritmi per  
 
il calcolo esatto di � (n),  test di primalità e  di  
 
fattorizzazione (vedi  Rif.  finali). 
 
  Per   la (9)   possiamo fare due facili esempi.  Poiché fino  
 
a  x = 40 ci sono 5  primi di forma 4a +3 ( 7,11,19,23 e 31)  
 
(dalla  progressione 4n+3, con a  = b = 7),  applicando la   
 
(9)  abbiamo: 
                            
 __5___ = __5__    =   _5__ = 0,4604051 � _1__ = 1 =0,16    
40/log40   40/3,68…   10,86                          � (7)    6  
 
Mentre per la forma 6n +5 = 6(n+1)-1 = 6n’ -1, (con  
 
n’= a = 5)  fino a x = 40  ci sono anche qui 5 primi  
 
(5,  11,  17,  23  e 29) e anche qui  abbiamo  0, 4604051 
 
ma ora con  0,4604051 �  _1_  =__1_  =  0,25. 
                                          � (5)        4 
 
Da notare che la forma 4n + 3  dà  in ordine  numeri primi 
di forma 6k+1, numeri primi di forma 6k-1 e numeri dispari 
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composti multipli di 3 (se anche n  lo è) o multipli di 5, 7, 
ecc. 
 
 Per esempio: 
 
    n              4  n    +   3    =      x 
    1                 4          3             7   primo      ( =6 x 1 +1) 
    2                 8          3           11   primo      ( = 6 x 2 -1) 
    3                 12        3           15  composto ( =  3 x  5)    
    4                 16        3           19   primo      (= 6 x 3 +1) 
    5                 20        3           23  primo       ( =6 x 4  -1) 
    6                 24        3           27  composto (= 3 x 9)                
    7                 28        3           31  primo        (= 6 x 5 + 1) 
    8                 32        3           35  composto  (= 5 x 7) 
    9                 36        3           39  composto  (= 3 x 13) 
   10                40        3           43  primo         (= 6 x 7 +1) 
   11                44        3           47 primo          (=6 x 8 -1) 
   12                48        3           51 composto    (= 3 x 17) 
   13                52        3           55  composto   (= 5 x 11) 
   …                …        …         …                         … 
 
 Mentre le forme 6k +1 e   6 k -1 danno, per ciascuna di 
loro,  circa metà dei  
 
numeri primi fino a x , e composti  senza fattori 2  e 3: 
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 k          6k -1                    6k +1n   
1             5                           7 
2            11                         13          gemelli 
3            17                         19          gemelli 
4            23                         25   = 5  x 5 
5            29                         31          gemelli 
6            35 = 5 x 7             37  
7            41                         43           gemelli 
8            47                         49  = 7 x 7  
9            53                         55  = 5 x 11 
10          59                         61            gemelli 
11          65 = 5 x 13           67 
12          71                         73            gemelli 
…          …                          …     
 
In tali forme, i numeri gemelli condividono lo stesso k. 
Poiché i numeri primi si distribuiscono quasi equamente in  
entrambe le colonne (con leggera preferenza per la forma  
6k-1, Eulero), abbiamo che  � (N) + � (N)  �   � (N).   
                                                2           2 
    Quindi le progressioni di Dirichlet possono portare a  
questi e ad altri risultati, ma per i nostri scopi bastano  
questi.   
  Una  relazione indiretta (che permette  risultati esatti  per  
il  calcolo di � (N)  tra   funzione zeta e  funzione � (N)  è 
la seguente, tratta dal libro di Derbyshire, pag. 343 e che  
connette la funzione scalino J(x) con la funzione Li(x)  e  
con la funzione zeta tramite gli  �   = zeri della funzione  
zeta � (s) di Riemann,  è la seguente: 
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                                 �                        �  
J(x) = Li(x) – 
  Li(x  ) – log 2 +  �   ____dt_____         (10) 
                       �                             x           2 
                                                                            t(t -1) log t 
 
Nota.  Chiarimento dell’Autore a  pag. 345: 
 
  “ Il simbolo 
  rappresenta un invito a sommare insieme 
molte cose. Le cose da sommare sono indicate dalla piccola 
lettera  << �  >> scritta sotto il simbolo. Non è una  << p >>, 
è una <<  rho >> , la diciassettesima lettera dell’alfabeto 
greco, e in questa simbologia sta per  << radice >>:  per   
                                                                                                                                    �  

calcolare questo termine secondario dovete sommare Li(x  ) 
per tutte queste radici, con �  che prende il valore di una 
radice dopo l’altra. E che cosa sono queste radici? Beh, 
sono gli zeri non banali della funzione zeta di Riemann! “ 
    Un esempio di calcolo esatto di � (1 000 000) = 78 498 
 è riportato a pag. 359. 

   Nel prossimo terzo capitolo vedremo meglio anche la 
RH3 anche alla luce del termine d’errore come da noi 
considerato tramite la funzione correttrice c (vedi nota 2 
al primo capitolo), considerando i rapporti tra i valori 
successivi di c (ognuno pari a circa la radice quadrata del 
precedente, e tale rapporto tende a 1, come nel TNP, dove 
invece  è il rapporto         � (n)   �    1.  
                                        Li(n) 
   Circa la RH4, prenderemo invece in considerazione, in  
 
 
 



 59 

 
                                                                      n 

modo analogo alla     RH3,  il rapporto __10__                                                                                            
                                                                        n 

                                                                 � (10 ) 
anziché la differenza, scoprendo che anche qui  il valore 
di un rapporto è invece circa   la radice quarta, anziché 
quadrata, del rapporto precedente, come si vedrà in 
un’apposita tabella. 
 
         Prima però di passare al  terzo capitolo, 
aggiungeremo qui una  tabella dei valori successivi di  
� (n), d(n) e della loro somma  � (n) + d(n) = n – k, quindi 
leggermente minore di n, tranne che per i numeri primi 
per i quali tale somma è uguale a  p + 1, e quindi  poco 
maggiore di  p, sebbene con due eccezioni iniziali ( per 
 n = 4  ed n = 6, che non sono numeri primi, e tuttavia la  
suddetta somma è rispettivamente  5 = 4+1  e 7 = 6 +1); 
d(n)  è il numero dei divisori di n. 
  Ed anche una nota sul cosiddetto problema di Basilea, 
collegato alla funzione zeta di Riemann (gli esponenti di  
N sono numeri interi naturali anziché  numeri complessi 
come nella funzione zeta) , e che noi colleghiamo tramite 
apposita tabella al numero  “e” , alla funzione � (n) con n  
                         kN 

di forma  n = 10      e  ad alcuni  numeri iniziali di 
Fibonacci, risultati  nuovi che ci sembrano possibilmente 
ed eventualmente utili anche  per futuri teoremi e 
dimostrazioni sulla RH e/o le ipotesi equivalenti. 
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 TABELLA  dei  valori successivi di  � (n)  + d(n) = n - k 
 
    n       � (n)    +    d(n)    =      n  - k      (n+1) se n  è primo)   
    ____________________________________________   
 
     1          1                1                 2                 
     2          1                2                 3   =  2 + 1         si 
     3          2                2                 4   =  3 + 1         si 
     4          2                3                 5   
     5          4                2                 6   =  5 + 1         si  
     6          2                4                 7  
     7          6                2                 8   =  7 + 1         si 
     8          4                4                 8   =   n 
     9          6                3                 9   =   n 
    10         4                4                 8   =   n - 2  
    11        10               2                12  =   11 + 1       si 
    12          4               6                10  =   n – 2 
    13        12               2                14  =  13 + 1        si 
    14          6               4                10   =   n - 4  
    15          8               4                12   =   n – 3 
    16          8               5                13   =   n -  3  
    17         16              2                18   = 17 + 1        si 
    18           6              6                12   =  n -   6                    
    …          …             …               …         …           … 
 Notiamo che  la somma è uguale ad  n+1 anche per alcuni  
numeri n piccoli non primi, per es.  4 e  6, ma poi ciò non si  
verifica più per numeri n più grandi, poiché per numeri n  
composti la somma è uguale a  n – k, con k più grande per  i  
numeri  6n =   multipli di 6; questo perché tali numeri  
aventi in comune i fattori 2 e 3, hanno più divisori d(n) e  
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quindi  meno coprimi � (n), e quindi la somma  � (n) + d(n)  
è sempre minore di n, e di forma n-k ; mentre gli altri  
numeri pari 6n+2 mancano del fattore  3, i multipli dispari   
di 3, di forma 6n + 3  mancano del fattore  2, e infine i  
numeri  dispari di forma  6n+1 (tra cui tutti i primi tranne il  
2 e il 3) mancano sia del fattore 2 sia del fattore 3, e quindi  
la  somma � (n)  + d(n) è  sempre più vicina ad n ( con  
valori più piccoli di k rispetto ai valori k dei multipli di 6) 
e solo per i numeri primi p tale  somma è superiore a p,  
infatti è sempre  p+1, ed equivale a  � (p). E a proposito di   
� (n), l’altra funzione coinvolta nelle ipotesi RH equivalenti, 
si trova che la somma funzioni:    
   F(n) = � (n) + d(n) + s(n) �  � (n) con s(n) = divisori propri,  
è anche questa di forma   n – k;   e anche  in questo  
caso, per i  soli numeri primi, abbiamo 
             F(p) =  p+ 1 = � (p) + d(p) + s(p) = � (p) +1; 
ed essendo per i numeri primi p   sempre   � (p) = p-1,  d(p)  
sempre 2   ed s(p) = sempre 1,  abbiamo sempre: 
             p-1  +   2  +  1  =  p + 2  =  (p+1)  +1 = � (p) + 1; 
 un esempio per tutti, per  n =  p = 17 
 
F(17) =  � (17) + d(17) + s(17) = 17 - 1 +2 + 1= 19 = 18 +1 
  � (17) +1.                                                 (1) 
 Per i numeri composti, per es.  n =16, abbiamo invece 
    
                 8 + 5 + 15 = 31 >  28 = � (16) 
 
  Tali  relazioni potrebbero avere possibili  applicazioni   
in futuro, per esempio nelle teorie di stringa; dove  è  
coinvolta la funzione � (n), ma anche i numeri primi vi sono  
coinvolti, tramite i numeri p-adici, e quindi anche la  
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funzione � (p) potrebbe essere coinvolta, e tramite  
questa, anche la suddetta  funzione  F (somma funzioni)   
della (1).    

 
 
                  Il   Problema di Basilea  
        (proposta di soluzione  per N dispari) 
 
     In questo lavoro parleremo delle nostre osservazioni  e 
dei calcoli connessi  sul problema di Basilea, connesso 
alla funzione zeta di Riemann e quindi anche alla RH.  
Da pag. 79 del libro di Derbyshire “L’ossessione dei 
numeri primi”: 
 
    “Si noti che la serie 
 
( 1 + 1  +  1  + 1  + 1  +  1 +  1  + … + 1    ,  N.d.A.A.) . 
         2          2        2      2        2          2                2 
        2       3      4    5      6       7            n 
 
studiata dal problema di Basilea (La chiamerò  << serie di 
Basilea >>) non è molto diversa dalla serie armonica,collegata 
alla RH tramite la funzione zeta � (s). 
    Ogni termine, è, infatti, il quadrato del temine corrispondente 
nella serie armonica. La somma a 10 000 termini differisce solo 
dello 0,06 per cento della somma infinita, che è 
1,6449340668… 
      Quello era il problema di Basilea: trovare una forma chiusa 
per la serie dei quadrati reciproci. Il problema venne infine 
risolto nel 1735, quarantasei anni dopo il suo enunciato,dal 
giovane Eulero, che lavorava duramente a San Pietroburgo. 
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                                                  2 
 La stupefacente risposta era   �   .  Il problema di Basilea apre le  
                                                 6  
porte alla funzione zeta, l’oggetto matematico tirato in ballo 
dall’ipotesi di Riemann.  Infatti  
 
                 
              
 
                        � (s)  =  ___1___ 
                                            - s 
                                      1 -  p 
 
dove s è un esponente complesso,  mentre nella serie di Basilea 
l’esponente è l’intero positivo 2 . Ma può essere anche N 
maggiore di 2, e allora abbiamo la seguente tabella, con la serie  
                             2                                        4                                           6 
che converge a _� _   per N = 2 ,  a   _�  _   per N = 4,     a  _� _     
                           6                              90                              945          
  per N = 6, valori che, messi nella seguente tabella, sono i 
seguenti: 
                                   TABELLA  1 
 
N             Valori dell’espressione 5.1           Nostre osservazioni 
 
1               Indefinita                 (2,705 �  2,718 = e,  N.d.A.A.)                   
 
2              1,644934066848        (circa � 2,705 �  � 2,718,   “   ) 
 
3              1,202056903159                         
 
4              1,082323233711 
 
5              1,036927755143 
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6              1,017343061984  “ 
 
 
 Noi       abbiamo però notato, dopo qualche breve 
calcolo, che il valore per  N=3, e cioè  1,2020… è circa la 
media aritmetica  tra  � 1,6449… =  1,2825…e � 1,2825… 
= 1,1324…, infatti il valore per N = 3  è di 
 
  1,2825 + 1,1324   =    2,4149   =   1,20745   
               2                           2 
 
valore molto prossimo al valore reale 1,2020…per N = 3. 
 
  Invece il valore   approssimato  per   N = 4 è dato 
direttamente da  circa � 1,202056… = 1,0963…, molto 
vicino al valore reale 1,0823…(per maggiore semplicità 
ci limitiamo alle sole prime quattro cifre decimali). 
   Il valore per N = 5, è, in modo analogo (Radice 
quadrata del valore precedente o della media di due valori 
indiretti precedenti)  molto vicino a circa � 1,0823 = 
1,04033…con soli circa quattro millesimi di differenza  
(040 - 036 = 4) dal valore reale 1,0369.  E così pure 
 il valore per N = 6,    1, 01734…, è molto vicino a 
� 1,0369… = 1,01829.. con circa solo un millesimo di 
differenza.  Forse tale relazione tra un qualsiasi valore, 
corrispondente a circa la radice quadrata  del precedente  
(relazione che  abbiamo riscontrato in altre funzioni,e 
abbiamo esposto con analoghe tabelle), oppure talvolta, 
come in questo caso, anche con una media, tra radice 
quadrata e radice quarta di un rapporto precedente, per es. 
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per N = 3), potrebbe essere in futuro molto utile (almeno 
così speriamo) per qualche dimostrazione relativa alla 
funzione zeta e quindi direttamente della RH, o  a 
qualche altra funzione e quindi indirettamente, con una 
delle ipotesi RH equivalenti.  La suddetta relazione è 
stata da noi trovata per la funzione  � (n) e per la funzione 
� (n),  dove però un  rapporto è circa la radice quarta del 
precedente, oltre che per il problema di Basilea.  
 
  Capovolgendo la tabella 2  e facendola seguire dalla 
Tabella 1, otteniamo in successione le radici quadrate 
successive di  2, 705   �    e = 2,718…  , e  la nostra 
osservazione risulterà più chiara: 
        
                    n 

valori  di   e     della  TABELLA  2  capovolta (valori 
centrali): 
 
                           n                                  n  

 n                2,705         �    2,7182            num. Fibonacci 
 
                                                                                                    6                	  

5              144,8226… �  148,3908…�  2,705     �   144 
                                                                      4  

4                53,5388…  �  54,5915… �  2,705     �     55 
                                                                      3 

3                19,7925…  �  20,0837… �  2,705     �      21 
                                                                      2 

2                 7,3170…  �    7,3886 … �  2,705     �       8   
                                                                            �      3       
1                  2,705         �  2,7182  = e seguono i valori  TABELLA 1    
                                  (valori del problema di Basilea) 
� 2,705   �    1,6449 …     �  � e  = 1,6486               (N=2) 
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  4          8                   

( �  e +� e) �  1,2020… �  media tra 1,2839 e 1,1331  = 1,2085                                              
         2    
16 

  � e     �        1,0823…                                             (N=4) 
 32                     

   � e    �        1,0369…                   
 
64                   

     � e   �       1,0173…                                             (N=6) 
      ….                  …. 
Con l’unificazione dei valori della TABELLA 2 e della 
TABELLA 1 ci si rende meglio conto del legame tra il 
numero e =2,718   e il problema di Basilea, e quindi della 
sospetta connessione tra e   ed  �  = 3,14, poiché  i valori  
                                                                2           4               6 

di  Basilea   per N pari sono uguali a   �  ,     _� _   , _� _           
                                                              6        90      945 
 
 per  N dispari  (per i quali il problema di Basilea non è 
stato ancora risolto - ma di seguito proponiamo una 
nostra proposta di soluzione) , i relativi valori potrebbero 
essere una media tra i suddetti valori per N pari, e cioè, 
per N = 3,  dalla media  dei valori per N = 2 e N = 4 , 
tenendo conto che di 1,6449 occorre  
usare  la �    : 
 
� 1,6449 + 1,0823 = 1,2825 + 1,0823 = 2,3648  = 1,1824 
               2                         2                       2    
 
 vicino a 1,2020  per N = 3 (solo circa due  centesimi di 
differenza);     e  per N = 5: 
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       1, 0823 + 1,0173   =   1,0498   �   1,0369… 
                   2    
 
ottenendo valori molto simili a quelli reali: 
 
per     N = 3  abbiamo 1,1824… �  1,2020… 
e per  N = 5  abbiamo 1,0498 …�  1,0369… 
 
quindi  la suddetta  media dei valori  sembra funzionare, 
e potrebbe essere ulteriormente migliorata per connettere 
meglio  il numero �  = 3,14  anche ai valori  per N dispari, 
risolvendo cosi definitivamente il problema di Basilea . 
 Le medie di cui sopra possono quindi scriversi  infatti 
anche come: 
 
       2              4 

� _�      +  _� _        =  1,1824   �  1,2020   valore per N = 3   
    6           90 
           2 
 
(1,282549829 +1,82323290 =  1,182436529 �  1,2020…)                                   
                        2 
 
   4                     6 

 �        +    _� _     =     1,049833142  �      1,036927755143     per    N =5   
90             945 
         2 
 
Valori medi  approssimati  per eccesso (per difetto invece 
il primo) rispetto ai valori reali, con una differenza, per il 
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secondo, di  circa soli tredici millesimi (13 = 49 – 36), e 
di circa due decimi per il primo, usando il valore di   
 �  = 3,14159265.  
   La media aritmetica di due funzioni chiuse 
dovrebbe essere anch’essa una funzione chiusa, e se 
così fosse in realtà, il problema di Basilea  sarebbe  ora 
almeno parzialmente risolto; anche se i valori  per tali 
medie,valide per N dispari, non sono esattamente quelli 
della Tabella 1, ma molto vicini, il chè dovrà pure 
significare qualcosa,  anche se non sappiamo ancora bene 
che cosa. 
   Per questo problema (risolto per  i numeri N pari ma 
non ancora per quelli dispari,  per i quali noi proponiamo 
la suddetta soluzione tramite medie aritmetiche tra i 
valori per N pari adiacenti ai  numeri N dispari), come 
accennato nella tabella (“nostre osservazioni”), abbiamo 
quindi capito che  il valore per N = 2, e cioè 
1,644934066848, è circa  la radice quadrata del numero 
“e” = 2,718, e quindi 
 
           1,644934066848  �    � 2,7182… =  1,6486964… ,  
 
con una differenza di circa 37 decimillesimi dal valore 
reale . 
          E, più esattamente, è la radice  quadrata del numero  
2,7058078,  poiché � 2,7058078 = 1,6449339,  
con  circa un solo  milionesimo di differenza. Resta da 
capire la relazione tra e = 2,718  e  2,705, che 
differiscono tra loro di circa un centesimo, o, più 
precisamente, di  soli 13 millesimi = 2,718 – 2,705. 
    Osserviamo anche che le potenze del numero  
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e = 2, 718 sono (e questo verrà subito dopo collegato ai 
logaritmi di potenze kN di 10 - molto vicine ai primi 
numeri di  
                                                                  kN 

Fibonacci –  connessi a alla funzione � (10   ) -  e quindi 
abbiamo la  nuova  più complessa connessione:  
                                                                                       kN 

Probl.di Basilea – potenze di 2,718 – Fibonacci – � (10   ), 
in pratica  tra  i logaritmi naturali tramite “e”, i numeri di 
Fibonacci  tramite �   e la funzione conteggio � (n), e 
anche il numero 2 tramite le sue potenze e  radici. In 
breve, una connessione intravista   tra  gli importanti  
numeri: 
1,618,       2,           2,705,                  2,718,       3,14. 
    �                   num. di Basilea              e             �  
                                     b 
 
proprio con �  = 3,14 come vedremo in seguito, e non  da 
confondere con il  �  simbolo della funzione conteggio 
� (N); chiamiamo   numero di Basilea b =  2,705  essendo 
questo il quadrato del valore  1,64934066848  per N = 1)           
 
 
 
 
                            TABELLA  2    (con e = 2,7182…) 
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Tabella delle potenze di “e”  e delle suddette connessioni 
 
               N                                              kN        N 

N          e       �               =  ln 10   ;   e    �   num. Fibonacci   
                                                                       
                                                         1                                 

1          2,7182  �    2,3002   = ln   10                         3            
                                                               3 
2           7,3886    �    6,9077    = ln     10                            8  
                                                               9 
3         20,0837    �   20,7232   =  ln    10                          21                          
                                                                24 
4         54,5915     �    55,2620  =  ln    10                         55   
                                                               63 
5        148,3908    �   145,0628  =  ln  10                       144    
               …              …               …                        …         
   
Con  k = 1,  3, ,  6,    13  (tranne il 6 �  8) numeri di 
Fibonacci ( con k a partire però  da N = 2) 
                                 
 
                                      kN 

La relazione   N  e  10    inizia realmente da N = 2, 
mentre  per i primi numeri di Fibonacci,  essi sono 
alternati:          3,   8,   21,  55,  144 
    Il collegamento coi i numeri di Fibonacci è dovuto al 
fatto che  le potenze di  �  = 1,618 sono anche molto 
vicine a potenze di 2, 718  se l’esponente è pari,  o  ad 
una loro media se invece l’esponente è dispari, ed ecco 
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perchè  nella precedente tabella saltano i numeri di 
Fibonacci  2, 5, 13, 34  e 89 (sottolineati):    
 
     N                N                        N 
  
            =  
            �              e                                               �   num.Fibonacci         
                  
          1                                                   1/2 
1,618     =       1,618  �      2,718   �     � 2,718                      �     2 
        2                                                    1 
1,618      =      2,617   �     2,718                                           �    3 
        3  
1,618       =     4,2358  �  (2,617  + 6,8535)/2 =  4,73525     �    5 
        4                                                   2 
1,618        =     6,8535 �   2,718  =   7,387                           �     8 
         5 
1,618        = (6,85365 + 17,9420)/2 = 12, 39775               �     13   
         6                                                  3 
1,618        =   17,9420  �   2,718      =  20,0792                  �     21        
         7                                                 3,5 
1,618        =   29,0301  �   2,718      =  33,1034                  �     34 
         8                                                    4 
1,618        =   46,9708  �    2,718     =  54,5755                  �     55 
         9                                                   4,5 
1,618        =   75,9987  �    2,718     =  89,9751                  �     89 
        10                                                   5 
1,618        =  122,9660 �    2,718    =  148,3362                 �   144 
…                     …                …                 …                          …    
 
Ed ecco che ora saltano fuori, con le potenze dispari di 
1,618, i numeri di Fibonacci  2,  5,  8, 34  e 89  assenti 
nelle potenze intere di 2,718; e questo potrebbe  anche 
avere a che fare con il problema di Basilea, dove la 
somma infinita con N pari è quasi sempre  circa  
                    n 

una radice  2   - esima  di 2,718  a partire da 1,2020… ,  
(ma anche  di 2,705 �  2,718) 
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� 1,202056903159 = 1,096…   �      1,0 8223…  per N = 4 
 
4 
� 1,2020…             = 1,047…  �      1,0369 …    per  N = 5 
8 
  � 1,2020…            = 1,02327…  �       1,01734…       per N = 6 
 
Possiamo ora prevedere che,  per N = 7, avremo circa: 
 
16 
   � 1,2020…           =   1,01156…   �    valore reale della 
somma infinita per N = 7 circa il problema di Basilea, per 
il quale  per N pari (come le radici di 1,2020…) il valore 
della somma infinita  dipende da �   = 3,14, mentre per N 
dispari il problema non è ancora risolto (non si sono 
ancora trovate forme chiuse 
             2 
come _� _   ,  ecc., noi proponiamo la soluzione delle                           
          90  
medie sopra esposta) . Queste nostre osservazioni (sulla 
dipendenza dei valori  dalle radici del numero e = 2,718   
molto vicino al numero di Basilea 2,705)  potrebbero 
essere utili in futuro per risolvere questo problema delle 
forme  chiuse per N dispari. Ma osservando le successive  
              n 

radici  2  -  esime dello stesso �  = 3,14;  vediamo che esse 
sono, in successione: 
 
1,7720… (di poco superiore a 1,6449..)                 per N = 2 
1,3311…           � 1,2020…                                     per   N =3 
1,1153…           �  1,0823…                                    per N =  4 
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Media  aritm. tra  1,3311 e 1,1153 = 1,2232…   per N =  3 
1,0741..       già vicino a 1,0823...                           per N =  4  
Media aritm. tra 1,1153 e 1,01741… = 1,0947…per N =  4          
1,03640…   già vicinissimo a 1,0369…                  per N =  5 
1,01834 …  già vicinissimo a 1,01734…                per N =  6   
1,0091....    vicino a  1,01156 prima  stimato          per N =  7                                  
        16 

con   �  1,2020… = 1,01156…   quindi i valori per N  
                                                                            n 

successivi   possono essere  più vicini a radici 2  - esime 
di  � , oltre a quelli  derivati dalle considerazioni sulla 
relazione: 
 
 
   N          N/2 
�     �    e           risultante dalle precedenti tabelle, e 
quindi :    
 
             N                    N/2 
1,618        �    2,718    , che lega le potenze di �   a quelle 
di  e,  connesse a loro volta con  i numeri di Fibonacci, 
vicinissimi a queste potenze, come abbiamo già visto 
(potenze dispari di �   e potenze pari di e); e anche la 
funzione conteggio � (n)  ed in                              

                               
                                   
                                   kN 

particolare  per n = 10    . Cosicché  nel problema di 
Basilea  (connesso con la funzione zeta, dove però N è un 
numero complesso) non è solo coinvolto direttamente il  
numero �  = 3,14 (con le somme infinite chiuse),  ma  
indirettamente, ricordiamo, anche il numero  e = 2,718,  il 
numero  �  =1,618,  e la funzione conteggio � (n), 
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connessa alla RH3.  Ma ci potrebbe essere  qualche 
relazione simile, ma un pò più vaga e quindi anche un pò 
meno   regolare, anche tra le potenze di �   e i numeri di 
Fibonacci (e quindi con le potenze dispari di   �    e le 
potenze pari di  e) : 
                  potenze   intere di �  = 3,14 
       1 
3,14       =  3,14     �     3 
       2 
3,14       =  9,85     �      8 
        3  
3,14       =  30,95   �     34 
       4     
3,14       =  97,21    �    89 
       
       5 
3,14       =  305,24  �    media    (233  +  377) / 2 =  305  
       6  
3,14       =  958, 46  =   987  
 
…                …              …   
 
con alcuni numeri di Fibonacci saltati (2, 5, 13, 21, 55, 
144, 233,  377,    610), che  però  si  possono 
parzialmente recuperare con le potenze semi - intere di  
3,14: 
 
       0,5 
3,14         =    1,77     �        2 
       1,5  
3,14         =    5,56      �       5 
       2,5 
3,14          =   17,47    �      21 
       3,5 
3,14          =   54,85    �      55 
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      4,5 
3,14         =   172,25   �     (circa media  144 + 233   = 188,5    
                                                                      2 
     
     5,5 
3,14          =   540,89        �     (circa media  377 + 610  =   493,5 
                                                                            2 
…                  …                                      …                     … 
  
(rimangono fuori l’ 1 e il 13, quest’ultimo come media tra 
5 e 21,    5+21    =   26  = 13, e anche come media   
                  2             2 
  
5,56 +17,47   = 11,515 �  13) 
         2 
 
   Tutto ciò può servire benissimo a comprendere ancora 
meglio il problema di Basilea, i cui valori sono molto 
vicini a radici quadrate successive di  2,705  �   2,718  e 
quindi anche di sue potenze. 
  Ritornando al numero   e ,  base dei logaritmi naturali, 
ricordiamo che essi sono connessi  a   ln (n)  come prime 
stime di  � (n), stime poi perfezionate con altre formule, 
specialmente con i  logaritmi integrali Li(n), alla base del 
TNP conseguenza già dimostrata della RH, oltre che alla 
funzione scalino J(x) e alla � (s). 
 
    I numeri di Fibonacci (basati sul numero aureo  
�  = 1,618, si affaccia anche, come abbiamo già 
accennato prima, anche  
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                                              3n 

sulla funzione conteggio � (10  ), come da seguente 
tabella 
                                         
 
 
 
N         N/ � (N)         �      ln (N) �         F  numeri di   Fibonacci     
    3 
10        5,9524                  6,9077            5   =     F3 
    6 
10       12,7392                 13,8155        13    =    F8 
   9 
10       19,6665                20,7232         21    =    F9 
   12 
10       26,5901                27,6310    �   27,5 = media (21+34)/2 
     15 
10       33,5069                34,5387        34     =     F10 
    18 
10       40,4204                41,4465   �    44,5 = media (34+55)/2  
 
…          …                      …                   …                     … 
 
 Il rapporto reale  N/� (N) è quindi molto vicino al 
logaritmo di  
                        3n 
N, e per N = 10    ,  sia il rapporto sia il logaritmo sono 
molto vicini ad un numero di Fibonacci o ad una media di 
due di loro consecutivi.   
  Notiamo anche che la differenza e il rapporto tra  N e  
� (N) 
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                                3n 
(e quindi per N = 10     )  della precedente tabella  si 
avvicinano sempre più, ed  ogni valore del rapporto è 
circa la radice quadrata del precedente: 
(per brevità ci limiteremo a sole due cifre decimali) 
 
 
ln N   N/ � (N)    differenza;   rapporto  = � rapporto  precedente   
 
6,90       5,95            0,95          1,15   
 
13,81    12,73           1,08          1,084   �   1,072    =  � 1,15   
 
20,72    19,66           1,06          1,053   �   1,041    =  � 1,084 
 
27,63    26,59           1,04          1,039   �   1,026    =  � 1,053 
 
34,53    33,50           1,03          1,037    �   1,0193  = � 1,039 
 
41,44    40,42           1,02          1,025    �   1,018    =  � 1,037 
 
…          …                …                …             …             …     
 
Questo anche perché i primi  due valori tendono a 
coincidere al crescere di N, quindi la loro differenza 
tende a  0 e il loro rapporto tende a 1, e inoltre  si verifica 
anche qui il fenomeno 
                                                                 n 
dei valori dei rapporti legati alle radici 2   - esime del 
valore iniziale, in questo caso di 1,15, come valori 
approssimativi (minori o maggiori, in questo caso minori) 
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dei valori reali. Il rapporto tendente a 1 conferma per 
questa via il TNP, che ricordiamo: 
 
                 Li(N) / � (N) �    1 
                         
Nota . Circa il problema di Basilea per  � (26) , cioè il 
valore per N = 26, tale valore è dato da  
                     26 

 1 315 862  �       / 11 094 481 976 030 578 125. 
 (Derbyshire, pag.92) 
   
 Con un rapido calcolo con �  = 3,14159265, abbiamo 
ottenuto il valore                                                 26 
                                                                           2 

0,999999985192221203880088008210571  �    �  2,705 
=  1,00000002965… anche questo molto prossimo a 1, 
mentre con 2,718  otteniamo il valore 
di  1,00000002979…, differente dal primo per soli 
14  centomiliardesimi;                      
                                        
 
                                           64 
e cosi pure, per esempio       � 2,705 = 1,015 (valore più  
                                              6 

vicino a 1,01734, con 64 = 2   e   6  = sesto posto nella 
Tabella 1; per cui al 26° posto (valore per N = 26) ci sarà 
                                         26 
                                       2                          

il valore   ottenuto con �   �  2,705  �   1,0000001482817… 
 
sopra  ottenuto, e molto vicino al valore reale  per N = 26 
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 che è prossimo a 0,9999999851…,ma che si avvicina 
maggiormente ad 1 usando molte più cifre decimali di  
�  = 3,14159265 poiché questo numero dà un risultato 
approssimato per leggero difetto rispetto al valore reale, 
molto più vicino a 1; e che comunque dovrebbe essere  
di pochissimo superiore a 1 affinchè,  se elevato a 
67108864,  dia per  risultato circa 2,705 (un numero 
minore di 1 elevato ad un numero maggiore di 1 dà 
invece per risultato un numero ancora minore.  Infatti 
0,9999999851 elevato a 67108864 dà per risultato 
0,3679…)  Quindi questo è un punto  ancora da chiarire 
bene successivamente con calcoli più accurati, poiché 
basterebbero pochi miliardesimi in più per passare dal 
valore minore di 1 ad un valore leggermente maggiore di 
1, come sarebbe più logico  per il valore per  N = 26  
calcolato col metodo delle radici di 2,705(se questo 
metodo dimostrasse in futuro una sua validità, qui solo 
ipotizzata.  
  Tutto ciò può servire benissimo a comprendere meglio, 
oltre al problema di Basilea (i cui valori (� (2),  � (3), � (4) 
ecc. sono molto vicini a radici quadrate successive di  
b = 2,705 �   2,718 = e),   anche l’ipotesi  di Riemann, o 
anche  qualcuna  delle ipotesi RH equivalenti trattate in 
questo lavoro. 
  Ritornando al numero   e ,  base dei logaritmi naturali, 
ricordiamo che essi sono connessi  a   ln (n)  come prime 
stime di  � (n), stime poi perfezionate con altre formule, 
specialmente con i  logaritmi integrali Li(n), alla base del 
TNP conseguenza già dimostrata della RH, oltre che alla 
funzione scalino J(x) e alla � (s). 
    I numeri di Fibonacci (basati sul numero aureo  
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�  = 1,618), si affacciano anche, come abbiamo già 
accennato prima,   
                                              3n 
sulla funzione conteggio � (10   ), come da seguente 
tabella 
                                                      
N         N/ � (N)         �      ln (N) �         F  numeri di   Fibonacci     
    3 
10        5,9524                  6,9077            5   =     F3 
    6 
10       12,7392                 13,8155        13    =    F8 
   9 
10       19,6665                20,7232         21    =    F9 
   12 
10       26,5901                27,6310    �   27,5 = media (21+34)/2 
     15 
10       33,5069                34,5387        34     =     F10 
    
   18 
10       40,4204                41,4465   �    44,5 = media (34+55)/2  
 
…          …                      …                   …                     … 
 
 Il rapporto reale  N/� (N) è quindi molto vicino al 
logaritmo di  
                        3n 
N, e per N = 10    ,  sia il rapporto sia il logaritmo sono 
molto vicini ad un numero di Fibonacci o ad una media di 
due di loro consecutivi.   
  Notiamo anche che la differenza e il rapporto tra  N e  
� (N) 
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                               3n 
(e quindi per N = 10     )  della precedente tabella  si 
avvicinano sempre più, ed  ogni valore del rapporto è 
circa la radice quadrata del precedente: 
(per brevità ci limiteremo a sole due cifre decimali) 
 
 
ln N   N/ � (N)    differenza   rapporto  = � rapporto 
precedente   
 
6,90       5,95            0,95          1,15   
 
13,81    12,73           1,08          1,084   �   1,072    =  � 1,15   
 
20,72    19,66           1,06          1,053   �   1,041   = � 1,084 
 
27,63    26,59           1,04        1,039   �   1,026    =  � 1,053 
 
34,53    33,50           1,03        1,037    �   1,0193  = � 1,039 
 
41,44    40,42           1,02        1,025    �   1,018   =  � 1,037 
 
…          …                …                …             …             …     
 
Questo anche perché i primi  due valori tendono a 
coincidere al crescere di N, quindi la loro differenza 
tende a  0 e il loro rapporto tende a 1, e inoltre  si verifica 
anche qui il fenomeno 
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                                                                 n 
dei valori dei rapporti legati alle radici 2   - esime del 
valore iniziale, in questo caso di 1,15, come valori 
approssimativi  
(minori o maggiori, in questo caso minori) dei valori 
reali. 
  E’ questo un fenomeno che si verifica spesso, come 
abbiamo visto in diverse tabelle, e vedremo ancora (nella 
RH4 con la funzione � (n), con la differenza  che qui un 
valore è dato dalla radice quarta del valore precedente 
anziché della sua radice quadrata). E quindi, non essendo,  
che si sappia,  mai osservato finora, potrebbe essere  
molto utile per  future dimostrazioni di qualcuna delle 
RH  equivalenti  dove esso si verifica (RH3 ed  RH4); 
mentre dove esso non si verifica, abbiamo  L(n) �  �   
(nella RH1)   e   M’(n)   �   0   (nella RH2);  quindi  
                              t 
abbiamo :  
                                  
0,  1  e   �    come valori limiti;    rispettivamente  0  per  
RH2,  1 per  RH3 ed RH4,  �  per RH1. Ed anche questo 
potrebbe essere utili per future dimostrazioni inerenti la 
RH e le ipotesi equivalenti. 
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                     TERZO   CAPITOLO  
                      ( RH3   ed RH4) 
 
 RH3  
 
  In questo  terzo ed ultimo capitolo esamineremo più da 
vicino la RH3 e la RH4. La RH3  riguarda il termine 
d’errore   � (N)   -  Li (N), formula alla base della versione 
evoluta del Teorema dei Numeri primi (TNP). Nel nostro  
precedente lavoro “Due formule più precise per il calcolo 
dell’N - esimo numero primo (N°)  e di � (n), Rif.  2  e  5, 
lo abbiamo trattato  in termini di rapporto tra  il valore 
reale di � (n) e il valore stimato con la nota  formula 
logaritmica di Gauss: 
               � (N)   �   ___N___ 
                                 ln (N) 
 
ottenendo un numero  correttore  c’ per ogni potenza k di  
                                          n                                    23 

10, quindi per ogni N = 10    fino  a N =  10 , tale che 
 
    � (N)   �    ___N___  ·  c’,   mentre per l’N° numero  
                      ln (N) 
 
primo  abbiamo 
 
                       N° =  N · ln(N)  ·  c, dove c è il rapporto 
 
tra il valore reale dell’N° numero primo ed  N · ln (N). 
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   La  suddetta formula abbatte anche qui l’errore 
percentuale, ottenendo valori simili a quelli ottenuti 
usando il logaritmo integrale Li(N) (Vedi anche Nota 2  
al primo capitolo, con esempio).  
 
  La  RH3 tratta invece il problema come differenza, con 
le diseguaglianze: 
                                    �  


  Li(t)   - � (t) 
    <    t  ·  � t  
 
con  	  > 0 ed  	   piccolo a piacere. 
                                                9 

 Esempio unico per    t   =   10    : 
       9 

� (10 )  =  5 761 455 
                    9 

Li(t) = Li(10 )  =  5 762 209 
 
Li(t) – � (t)  =  5 762 209 – 5 761 455 = 754  
             9     

� t = � 10     = 31 622, 7762 
 
Scegliamo  	  = 0,1, e avremo: 
                              0,1 


 Li(t) – � (t) 
   <  t    ·  � t 
 
 754     <    7,94328   ·  31 622, 7766   = 
 
 754     <    251 188, 5679 
 
Per 	   =  0,01 avremo invece 
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754    <   38 902, 33977 
 
Per  	    =   0,001 avremo 
 
754   <   32284,94122. 
  Come si vede per 	  sempre più piccolo, il secondo 
membro della disuguaglianza tende a  � t = 31 622,7766 
e che è sempre maggiore di 754. 
 
RH4  
 
  La RH4 viene definita come 
“Dato un qualsiasi 	   > 0, esiste un intero n (non meglio 
specificato , N.d.A.A.) tale che per ogni t 
                          	  

� (t) – t  
  <   t   ·  � t 
 
Anche   RH4  viene definita come differenza,  e la 
funzione connessa ora è  � (t) anziché  � (t) come nella 
RH3. 
   La funzione  � (t)  =  
  log p dove la sommatoria è 
estesa a tutti i numeri primi minori o uguali a t. Noi  
                                                                             n 

tratteremo ora  la RH4 come rapporto  r = ___10___ 
                                                                              n        

                                                                      � (10  ) 
con qualche risultato possibilmente interessante, visto che 
anche qui i valori  di   successivi di r  sono radici (ora 
quarte anziché quadrate come nei casi prima visti) dei  
                                                              2               6 

valori precedenti, per valori di  t  da 10    a  10, e con   
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                   n  

rn   =   __10__    . Costruendo una tabella  dei valori  rn 
                  n 

           � (10    
 
Successivi, abbiamo:      
                   n                                n 

n        t = 10                 � (10  )        rn          rn   �   � rn -1 
______________________________________________________________ 
 

2                 100             83,72         1,194475    =  r2    
                                                                                     4 

3               1000            956,24        1,045762    = r3 �  � r2 
                                                                                    4 

4            10 000           9895,99       1,0105103   = r4 �� r3  
                                                                                      4 

5          100 000          99685,4         1,003155    = r5 �  � r4 
                                                                                                                      4 

6       1 000 000         998484           1,001518     = r6 � r5   
                                                                   4           

 Qui notiamo che r2   =  1,194475  è circa  � 2 , poiché   
 
 
                                     4 

� 2 = 1,4141213562  e  � 2  = 1,189207115  è molto 
vicino a  1,19475  (cosi come nel problema di Basilea il  
valore 1,6449…  per N = 2  è molto vicino a �  2,728) . 
                                                            
 
                                                          4n 

I rapporti rn  discendono ora dalle  2     - esime potenze di 
2, con buona approssimazione 
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           4 

Ora  � 1,194475     = 1,45428333  �    1,45762       =  r3, 
           4  

            � 1,045762    =  1,01116859  �    1,10105103 =  r4 
           4 

            � 1,0105103  =  1,00226172   �   1,003155     =  r5   
        4 

         � 1,003155    =  1,00078781  �   1,001518      = r6       
        
quest’ ultimo valore  con soli 8 decimillesimi di 
differenza dal valore reale   1, 00078781. 
 
  I rapporti rn  sono una nuova funzione correttrice, 
poiché è chiaro che   
                 n                   n 

              10  �   � (10  ) · rn                                (1) 
e, viceversa,  
                       n                    n 

               � (10   )  �    10                         (2)                                                                                                                     
                                    rn 
un esempio per tutti: 
 
10 000  �   9895,99 · 1,0105103 = 9 999,999 �  10 000 
 
con piccole differenze finali dovute alle cifre decimali 
non considerate di rn.                                              n             n+1  

   Per valori intermedi di t compresi  tra 10  e  10        , 
 
                                                                n                        n+1 

� (t)  è ovviamente  compreso tra   � (10  )   e   � (10     ), 
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in modo direttamente proporzionale, e si può calcolare in 
modo approssimativo con rn  relativo alla potenza di 10 
più vicina. Per esempio, per t = 900 poco minore di  
                3 

1000 = 10   , con r3   =  1,045762,   per cui   
 
    � (900)  �   ___900___   �   860,6164  
                            1,045762 
 
valore ottenuto  applicando la (2),  e sicuramente molto 
vicino al valore reale.  
 
Osserviamo però facilmente che rn  tende rapidamente a 1 
(rn �  1) con velocità maggiore a causa delle radici 
quarte, rispetto a tutte le altre funzioni correttrici  o valori 
(vedi problema di Basilea), che decrescono invece 
tramite  radici quadrate; e comunque tali velocità 
di tendenza a 1  da parte di tali valori, potranno essere  
utili in futuro per possibili dimostrazioni dell’ipotesi RH 
equivalente  alla quale sono connessi (per es. i valori del 
problema di Basilea alla RH3, i valori rn  alla RH4, ecc.), 
mentre  per la RH1 i valori di � (n!) e di L(n!) tendono 
all’infinito al crescere di n  abbondante come i fattoriali, 
e i loro multipli, e la somma algebrica  S   dei valori di 
M(t) tende  
                                                  8 

lentamente all’infinito  con S �   � t   ma il rapporto  S   
                                                                                    t 
tende a  zero al crescere di t, ecc; e questa tendenza di 
alcune serie di valori  a  infinito, a  0 oppure ad 1 è 
ancora da studiare  bene, potendo essere interessante per 
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future dimostrazioni della RH o di una delle sue ipotesi 
equivalenti. La tendenza a 1  porta a grafici  simili al 
grafico della funzione zeta di Riemann per  s > 1,  vedi 
grafico successivo tratto dal libro di Derbyshire 
“L’ossessione dei numeri primi”  pag.96: 
 

 
Fig. 6 
 
 
 
 
  Ora riportiamo alcuni calcoli  considerando invece la  
                                                                                �   
differenza � (t) – t   nella definizione � (t) - t  
 < t   ·�  t 
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             ESEMPI DI CALCOLO   PER   LA RH4 
 
 t = 100 000        �  (100 000) = 99685,4 
 
 t - �  (t)  = 100 000 – 99 685,4 =  314,6 
 
  � t  = � 100 000  =  316,22      
                                        	                  0,1 
  Per       	   =  0,1 :         t    = 100 000      = 3,162  
 
      314,6    <  3,1622   x   316,22   =  999,912 
                                         	                0,01 
   Per  	   = 0,01  :            t  = 100 000     =  1,1220   
 
      314,6    <    1,1220  x   316,22  =   354,80 
                                 	                 0,001 
   Per  	  = 0,001:      t  = 100 000           =   1,00115     
 
      314 ,6  <      1,00115  x 316,22…  =    319,88…   
                                                                                    	  
   La disuguaglianza  per la RH4   
� (t) - t  
    <   t    � t    è vera; 
 
ma per  t = 1 000 000,  �  (1 000 000)  con  t - � (t)  =  
                               
                   1000000 -  998484   =  1 516   invece non è vera, 
 
poiché per  esempio,  per  	   = 0,01  (per 	  = 0,1  è però vera) 
                                  0,01 
                 1 516  >  t          �  t  =  1,148  x 1000  = 1148,15 
 
che è minore  di  1 516  = �  (t) = �  (1 000 000),  anzichè 
maggiore come prevede la disuguaglianza  affinché la RH4 sia  
vera,  ma anche  per 	  = 0,001 non è vera, essendo. 
       1 516  >  1 013,91, e cosi via, anche per 	  = 0,0001, ecc. 
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    Però il  numero  �  (1 000 000) = 998 484 segnalato 
dal Prof. Cerruti nel suo blog  sulle ipotesi RH equivalenti  
è esatto. Chiesti i necessari chiarimenti al Prof. Cerruti, ci è stato 
risposto che non si sa quali valori possa assumere n,sebbene 
connessi a 	 ,  e  utili per completare in seguito il presente lavoro 
sulle  ipotesi RH equivalenti e le  funzioni sulle quali si basano, 
ricordando che la RH1 si basa sulla funzione � (n), la RH2 sulla 
funzione � (n), la RH3  sulla funzione  � (n)  e la RH4 sulla 
funzione � (n), per il momento qui sospesa su questo argomento 
(in attesa di essere eventualmente in futuro), ma da noi trattata con 
i rapporti rn  con qualche risultato, cosa che però nessuno 
finora ha fatto, che si sappia.  

 
   Conclusioni 
 
   Possiamo ora concludere che, come accennato e 
promesso nel riassunto iniziale, in questo lavoro abbiamo 
raccolto, commentato e integrato con grafici, calcoli e 
tabelle, e come in una sorta di “testo unico”, tutte le 
quattro ipotesi RH equivalenti (RH1, RH2, RH3, RH4), 
ognuna basata su una particolare funzione additiva 
(rispettivamente  � (n),  � (n),  � (n)   e  � (n), mentre la RH 
classica è basata sulla nota funzione moltiplicativa � (n), 
di ben più difficile studio ai fini di una dimostrazione 
della RH). Con le suddette funzioni additive, il compito 
di dimostrare le ipotesi equivalenti sembra più facile, e 
infatti un buon risultato lo abbiamo ottenuto sulla RH1 
basata sulla funzione � (n), applicata ai fattoriali e ai loro 
multipli (tali numeri sono apparentemente i più pericolosi 
per la RH1 e quindi indirettamente per la RH, ma la 
funzione  collegata L(n!) tende all’infinito escludendo 
pertanto il contro esempio L(n) < 0, a forte sostegno della 
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verità di RH1 e quindi di RH. Risultati simili sono 
possibili anche su altre  ipotesi RH equivalenti tramite le 
funzioni connesse,  per esempio molto promettente ci 
sembra la funzione somma algebrica S (connessa alla 
funzione � (t) cumulativa = M(t), con rapporto S  �   0);  
                                                                           t 
ma anche le  altre funzioni  potrebbero in futuro riservare 
delle sorprese. 
  Molto importante  sembra anche essere la forma  n = 6k 
in alcune funzioni (oltre che nella forma generale dei 
numeri primi P = 6k +1), e tale forma n = 6k  è coinvolta 
per esempio nella funzione � (n) nella forma � (n!) poiché 
tutti i fattoriali sono di forma n! = 6k;  ma anche nella 
funzione  � (n) che per  n = 6k assume i valori più bassi. 
tutto ciò perché il numero 6  e quindi la forma 6k 
possiede i fattori   2  e 3 (i soli numeri primi esclusi dalla 
forma  P = 6k+1) mentre le forme 6n+2 non possiedono il 
fattore 3, e le forme  6k + 3 non possiedono il fattore 3, e 
le forme 6k+1 non possiedono nè il fattore 2  nè il fattore 
3,e contengono tutti i numeri primi tranne il 2 e il  3, e 
tutto questo influisce in modo opposto sulle due funzioni 
suddette  � (n)  e  G(N) facendole assumere i valori più 
elevati, e sulla funzione  � (n) facendole assumere i valori 
minimi  per n di forma n  =  6k   ed   N = 6k. 
   Come sottolinea  il nostro collaboratore Ing. Rosario 
Russo, in “Numeri primi in cerca d’autore” 
            
     “…presto saremo delusi dal fatto che la dimostrazione di RH 
e di GRH non possa avvenire studiando gli zeri della funzione 
zeta di Riemann…In altri termini la RH e la GRH forse sono 
dimostrabili come problemi additivi ” 
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E infatti la nostra soluzione per la RH1 si basa sulla 
funzione additiva Hn  =  
   1     = somma degli inversi 
                                                n 
     
e sulla funzione additiva  � (n) = 
  d   = somma dei 
divisori di n, tra loro connesse dalla  formula 
                                   Hn 

          L(n)  =  Hn  +  e    · log Hn    -   � (n), 
 
che a sua volta è insieme una somma e una differenza; e 
affinché la RH1 sia vera,  deve essere sempre  
 
                     L(n)  >  0 
E infatti lo è  perché, come abbiamo dimostrato nella 
nostra proposta di soluzione per la RH1, 
               Hn   
  Hn  +  e     ·   log Hn   cresce sempre più velocemente di  
� (n), sebbene con piccole oscillazioni; ma soprattutto 
anche  di  � (n!) ;  e quindi anche la  loro differenza cresce  
sempre più (tende all’infinito per n  ed n! tendenti  
all’infinito), e così si allontana sempre più dal contro 
esempio L(n) < 0. 
  Concludiamo, anche quì con Derbyshire,  a pag. 336: 
 
   “Sono ancora  in corso altri metodi di attacco all’ipotesi di 
Riemann. Il metodo algebrico tramite campi finiti che ho citato 
nel capitolo 17  è perseguito vivamente. E come abbiamo visto 
nel paragrafo precedente, il metodo presenta interessanti 
collegamenti con i metodi di studio di stampo fisico. Anche la 
teoria analitica dei numeri è un’area in fermento e capace di 
notevoli risultati”   
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    Noi  raccogliamo  indizi e tentativi  in quest’area (e 
anche nella teoria dei numeri) nella quale rientrano le 
ipotesi equivalenti alla RH esposte in questo nostro 
lavoro, punto di partenza per nostri  o altrui  futuri 
tentativi, una volta avendo così a disposizione  in un 
unico testo tutte le possibili informazioni necessarie che 
siamo riusciti  finora  a raccogliere e a sistemare. 
 
                        -     GRUPPO  ERATOSTENE   
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