Loclke Notes Matematico
Congetturadi Yang e Millso
del “gap di massa”

ing. Rosario Turco', prof. Maria Colonnese,

In questo lavoro viene presentata la congettura di Yang & Mills o del "gap di massa”, viene
illustrata I'importanza dell’'argomento ed esposte le varie parti matematiche necessarie alla
comprensione del problema.

Sono oltre cento anni che i fisici di tutto il mondo
cercano una grande teoria unificatrice generalizzata
(GUT), che possa mettere d'accordo i modelli fisici
finora noti del “molto grande” (elettromagnetismo e
relativita) e del *molto piccolo” (modello quantistico),
insieme a quello della vita di tutti i giorni (modello
newtoniano e della gravita). Ognuno dei tre modelli
risulta molto valido solo nell'ambito del proprio
dominio di applicazione, mentre esisterebbero
contraddizioni se si applicasse un modello in un altro
dominio.

Dimostrare la congettura di Yang e Mills avrebbe grandi risvolti sulla conoscenza attuale della
fisica, ma richiede lo sviluppo di una “nuova matematica”. Il problema di per sé unisce le piu
affascinanti pagine della storia della fisica e della matematica.

La congettura di Yang & Mills e, quindi a ragione, il secondo problema del Millennio, cosi definito
dal day Mathematics Institute, che mette in palio un milione di dollari, come anche per altri sei
problemi.

Alla pagina del sito del Clay Mathematics Institute, si pud scaricare alla voce “Official Problem
Description” I'elegante definizione del problemaformulatada Artur Jaffer ed Edward Witten:

! Rosario Turco & un ingegnere elettronico presso Telecom Italia (Napoli) ed ideatore di “Block Notes Matematico” insieme alla prof. Maria
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L’importanza del problema

Al principio del 1900 i fisici, rispetto al mondo di tutti i giorni, scoprirono due mondi estremi: il
mondo del molto grande ed il mondo del molto piccolo.

La relativita einsteiniana, che estende la fisica newtoniana e dei fenomeni
dell’elettromagnetismo, descrive bene i fenomeni astronomici (galassie, etc), dove la grandezze
in gioco sono enormi.

Quando “scendiamo sulla Terra” il modello newtoniano approssima bene ogni fenomeno che
conosciamo: la gravita, il calcolo della caduta di un grave, le leggi del moto, etc.

Se,invece, passiamo al mondo atomico e subatomico la Fsica quantistica e in grado di spiegarci
molti altri fenomeni, come ad esempio:

¢ le interazioni nucleari deboli

e le interazioni nucleari forti

Alcune contraddizioni tra i “mondi estremi” nascono quando si € in una regione che e
contemporaneamente molto grande e molto piccola: ad esempio un buco nero; qui un collasso
gravitazionale genera un regione proprio di questo tipo. Per0 se si combina la teoria della
relativita con quella dei quanti si ottiene un sistema di equazioni ad infinite soluzioni, per cui di
fatto inutile. E questo, ad esempio, uno dei motivi per cui gli astrofisici non sono ancora in grado
di dire qualcosa su “cosa accadde nell'istante” del Big Bang.

Un’altra contraddizione si ha quando passiamo al dominio atomico. Le particelle di cui € costituita
la materia(fotoni, quark, bosoni etc), di cui si occupa la teoria quantistica, sono ritenute
“increspature di energia nello spazio-tempo” ma per studiarle occorre far riferimento all’equazione
della relativita generale E=mc”2.

Ora il problema e di verificare se esiste un unico modello o un’unica forza generale capace di
ricondursi e giustificare le attuali quattro forze note: gravita, elettromagnetismo, interazioni
nucleari deboli e interazioni nucleari forti.

| fisici, in tal caso, avrebbero a disposizione un modello senza contraddizioni capace di affrontare
il tutto: intuitivamente I'universo in cui valgono le leggi dellarelativita e dell’elettromagnetismo é
lo stesso di quello che si suddivide in particelle subatomiche in cui vale la Teoria quantistica.

Lateoria di Yang e Mills € un primo passo verso una Teoria unificata e della soluzione dell'ipotesi
del gap di massa (fisicamente riconosciuto ma matematicamente non ancora dimostrato).

Nel seguito vengono sintetizzati, per motivi di spazio, la storia ed i concetti della Fsica, che
occupano in realta interi corsi di esami universitari per mole e importanza. Sara dato tuttavia un
guadro di insieme per creare il filo conduttore che e dietro alla congettura di Yang e Mills, senza
poter approfondire del tutto ogni concetto o equazione, rimandando vivamente il lettore,
appassionato di fisica, a studiare tali argomenti su testi dedicati. Inoltre nei riferimenti sono
segnalati alcuni testi divulgativi sull’argomento.




Horsted, Ampere, Faraday, Henry e Kelvin¢®)

Nell'ottocento ci furono notevoli passi nell'ambito dello studio dell’elettromagnetismo, spesso
senza neanche saperlo a fondo. Hans Christian Oersted scopri che facendo attraversare un filo da
una corrente un ago magnetico posto accanto subiva delle deflessioni.

Andre-Marie Ampere scopri che quando una corrente passa attraverso due fili paralleli, questi
ultimi si attraggono o si respingono: si attraggono se le due correnti vanno nello stesso verso; si
respingono in caso contrario.

Nel 1831 Michael Faraday e Joseph Henry scoprirono che era possibile indurre (=creare) corrente
elettrica in un circuito chiuso sottoponendolo adun campo magnetico variabile (alternato).

Tutte questi esperimenti mostravano una sola cosa: I'esistenza di uno stretto legame tra campo
elettrico E ed il campo magnetico H.

William Thomson (lord Kelvin) in base ai suoi studi sui fluidi, ipotizzo che forza elettrica (o campo
elettrico) e forza magnetica (o campo magnetico) fossero le due facce di una stessa medaglia,
owvvero come aspetti di uno stesso tipo di forza. Gia da qui iniziava il cammino dell’'unificazione
della teoria.

Thomson, alla pari dei fluidi, suggeri, quindi, che elettricita e magnetismo scaturissero da qualche
formadi “campo di forze” nell’etere.

Maxwell

Fu James Clerk Maxwell arisolvere il dilemma con le
sue famose quattro equazioni che legano Econ B e
che tirano in gioco il concetto di divergenza e di
rotore.

VecE =p
Ve, H=0
V<E=—pu—

VxH=J+&—

Figural- Maxwell eleleggi dell’elettromagnetismo
Le equazioni di Maxwell implicano che se si fa fluttuare avanti e indietro una corrente in un
conduttore, allora il campo elettromagnetico associato, che si alterna nel tempo con la corrente,

®Dba qui in poi riusciremo a citare solo alcuni dei nomi dei “giganti dellaFisica”, dato il poco spazio, main realta non basterebbe I’intero articolo per
elencarei nomi ei cognomi di tutti coloro che hanno dedicato unavita a dare contributi scientifici e far fare un ulteriore passo in avanti al’umanita
Nel giro di soli cento anni a partire da Giuseppe Garibaldi si € arrivati sullaLunae sfruttando solo le leggi di Newton!
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esce dal conduttore e fluisce nello spazio sotto forma di un‘onda. La frequenza dell’'onda € la
stessa di quella della corrente usata per generare il campo.

Si scopri anche la natura vettoriale dei due campi: ovvero che avessero intensita (0 ampiezza o
modulo), verso e direzione e che inoltre i due campi fossero tra loro perpendicolari. All'epoca si
parlava di onde, perché le equazioni in gioco erano simili a quelle dei fluidi, ma non si era riusciti
ancora a verificare questo fatto.

Maxwell riusci a calcolare la velocita dell’'onda pari a circa 300.000 Km/sec. Da questo momento si
inizio a sospettare che la velocita della luce, gia nota, e la velocita di una qualsiasi radiazione
elettromagnetica fossero uguali.

Oggi e anche noto che una radiazione elettromagnetica € caratterizzata dalla sua frequenza.
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Figura 2 — lo spettro elettromagnetico e le frequenze

In figura lafrequenza aumenta da destra verso sinistra. Per cui a frequenza bassa ci sono le onde
radio, (segnali radio e TV). A frequenze maggiori troviamo microonde e infrarossi (IR), che sono
invisibili matrasmettono calore. Poi c'é laluce, ovvero lo “spettro del visibile”: nella parte bassac'é
il rosso e in quella alta il violetto, mentre tra i due tutti gli altri colori. Al di sopra del violetto ci
sono gli ultravioletti (UV) e i raggi X: invisibili, capaci di impressionare una pellicola fotografica e
passare attraverso i tessuti umani; i raggi X ad esempio sono usati nelle analisi di laboratorio.
Infine i raggi gamma, prodotti dal decadimento di sostanze radioattive, anch’essi in taluni casi
hanno trovato applicazione in medicina.

Il problema all'epoca di Maxwell fu anche quello di stabilire la natura del mezzo in cui si
propagavano le onde e che veniva chiamato “etere”. Molti esperimenti fallirono tra cui quelli di
Albert Michelson e Edward Morley. Oggi diremmo, diversamente, che I'esperimento non trovava
I'etere semplicemente perché non esisteva. Ricordiamo anche gli esperimenti di Guglielmo
Marconi, su come fosse possibile I'impiego delle onde elettromagnetiche (da qui nacque il termine
marconisti).




Einstein e la relativita ristretta

Ben presto i fisici si disinteressarono dell’etere, perché alla ribalta della scena mondiale era
apparsa una nuova stella di notevole luminosita che portava nella sua scia nuove teorie che
rivoluzionavano la meccanica classica e la fisica di Isaac Newton: Albert Einstein.

Con la relativita ristretta Einstein dimostro che non esistono sistemi di riferimento preferenziali
(inerziali o accelerati) e che tutti i fenomeni sono relativi al sistema di riferimento che si assume.

Ad esempio se siamo su un aereo che vola a 300 Km all’ora,
rispetto alla terra ferma, perché quando ci alziamo non
cadiamo? Semplicemente perché & |'aereo a correre rispetto
allaterraferma, manoi siamo fermi rispetto all'aereo. In altri
termini I'aereo costituisce per noi il sistema di riferimento,
un ambiente stazionario. Gli aerei moderni ovattano molto il
rumore esterno e le turbolenze, per cui se non guardassimo
dal finestrino, potremmo tanto stare fermi tanto volare; in
guest’ultimo caso se non abbiamo un riferimento esterno
non sappiamo nemmeno misurare la velocita: ad esempio se
sapessimo la distanza tra un posto ed un altro e che
procediamo in linea retta potremmo misurare il tempo e,
quindi, la velocita.

Figura 3 - Albert Einstein

In altri termini il movimento é relativo; mentre i sensi ci fanno vedere un movimento assoluto € un
movimento rispetto ad un sistema di riferimento. Alcuni di questi concetti pero erano dovuti gia a
Galileo Galilei.

Ma esiste un sistema preferenziale? Esiste un etere?

Per Aristotele la Terra era a riposo e il movimento era assoluto rispetto alla terra. Copernico
sosteneva che tutto il moto fosse relativo. Newton, invece, sosteneva che esistesse uno spazio
fisso rispetto al quale si poteva considerare uno stato di quiete o di movimento assoluto (pero se
si approfondisce in taluni casi si arriva a delle contraddizioni).

Einstein cancelld con un classico colpo di spugna il concetto di spazio fisso e stazionario e di etere,
sostenendo che “non esiste un sistema di riferimento preferenziale e che qualunque sia il sistema di
riferimento la velocita della luce e delle radiazioni elettromagnetiche € sempre la stessa”.

La conseguenza inaspettata € che l'unica cosa assoluta € solo la velocita della luce! Tra l'altro
guesto concetto esaltava ed era d’accordo con quanto trovato da Maxwell.

Affermando cio Einstein risolse anche il problema di cosa significa che due eventi avwengono
contemporaneamente ma a grandi distanze I'uno dall’altro: anche il tempo é relativo al sistema di
riferimento rispetto a cui si fa la misurazione.

Nellarelativitaristretta Einstein lega energia, massa e velocita della luce con lafamosa equazione
E=mc"2.




Con la relativita ristretta perd c'era ancora qualche cosa da giustificare: la massa e la gravita.
Inoltre larelativita ristretta si applicava bene solo a due sistemi di riferimento che si muovessero
reciprocamente a velocita costante (moto rettilineo uniforme).

Larelativita generale: massa e gravita
Einstein propose una ulteriore teoria ad estensione della prima: la relativita generale.

La relativita generale sostiene che tutti i fenomeni fisici accadono allo stesso modo in tutti i sistemi di
riferimento indipendentemente se questi siano in moto accelerato oppure no; inoltre I’effetto della
gravita su un corpo € lo stesso di quello che produrrebbe |’accelerazione sul corpo in assenza di
gravita. In altri termini gravita e accelerazione sono interscambiabili. Questo praticamente tirain
ballo la massa e la gravita.

Una verifica sperimentale spettacolare della relativita generale era che se la luce fosse stata
dotata di massa allora essa avrebbe dovuto risentire della gravita se fosse passata vicino ad un
corpo di grande massa, ad esempio una stella. Nel 1919 sir Arthur Eddinghton fece un’accurata
osservazione del pianeta Mercurio durante un’eclissi totale di Sole, scoprendo che la sua
posizione era shagliata rispetto al solito. Il Sole (la stella di grande massa) provocava alla luce,
proveniente da Mercurio, una curvatura con uno spostamento apparente della posizione di
Mercurio. Oggi sono nati telescopi con la “lente della relativita”, che grazie alla curvatura della
luce possono guardare un po piu dietro ai corpi celesti.

La relativita da quel momento in poi € assorta a teoria che estende e perfeziona la Teoria di
Newton.

Einstein attraverso essa, inoltre, dava una sorprendente
spiegazione geometrica alla gravita: ogni oggetto solido
distorce lo spazio-tempo inducendone una curvatura.

L'entita della curvatura € maggiore nelle vicinanze del
corpo e diminuisce all'aumentare della distanza dal
corpo.

Figura 4 — I’effetto della curvatura

La curvatura stessa e responsabile della forza di attrazione esercitata reciprocamente dai due
corpi. Per cui piu grande € il corpo e maggiore € sia la sua massa che la curvatura spazio-
temporale e di conseguenza maggiore € anche la forza di attrazione.

Con la relativita ci si rende sempre piu conto che il mondo e l'universo (o i multi-versi [3])
ragionano piu con le geometrie non euclidee (con contributi anche di Eugenio Beltrami) e assumono
grossa importanza parti matematiche come le superfici di Riemann etc (vedi [5]).

Nonostante questa teoria, Einstein per essa non prese il premio Nobel; ma lo prese
successivamente per qualcosa associato, invece, alla teoria dei quanti!

Teoria dei quanti e la meccanica quantistica

La teoria della relativita si interessa del mondo macroscopico, quella dei quanti del mondo
atomico e subatomico. Nel momento in cui i fisici iniziarono questo nuovo percorso Si scontrarono
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con un nuovo modo di “vedere le cose”. Quello che inizialmente si sapeva era che la materia fosse
costituita da atomi, che un atomo avesse un nucleo con protoni di carica positiva e neutroni
(neutri) di una certa massa, e che attorno al nucleo orbitassero gli elettroni di carica negativa ma
di massa minore. Le forze elettromagnetiche in gioco, tra elettroni e protoni, consentivano agli
elettroni di rimanere nelle loro orbite e non collassare sul nucleo.

Questo “modello solare” oggi & stato abbandonato dai fisici ma rimane, ad
esempio, utile per i chimici per la sua semplicita per definire la tabella periodica di
Mendeleev degli elementi chimici, basata sul peso atomico e sul numero atomico
(numero di protoni).
Nell’'esaminare proprio questo primo modello e nel chiedersi che tipo di particelle esistessero
nell’atomo, Niels Bohr, Werner Heisenberg e Erwin Schrondinger, Louis De Broglie nel 1920, si
imbatterono in nuovi concetti,alcuni difficili da accettare, molto contro-intuitivi.

Figura5— NielsBohr, Werner Heisenberg, LouisDeBroglie

| risultati sperimentali negli anni mostrarono i seguenti fatti:

e L'esistenza di un dualismo onda-particella (Louis De Broglie): la luce si comportava come
un’‘onda continuain determinati momenti e come particelle discrete in altre

e L'esistenza del principio di indeterminazione (Heisenberg): non era possibile misurare
gualcosa (la velocita ad esempio o la quantita di moto) senza alterare un’altra grandezza
(la posizione dell’elettrone). Questo perché viste le dimensioni del mondo subatomico, se,
ad esempio, si fotografava I'elettrone gli si forniva in realta energia e si alterava la sua
posizione; di conseguenza non era possibile in ogni istante sapere la posizione di una
particella!

Un risultato inatteso dipese da un apparente contraddizione della teoria
di Maxwell con i corpi neri, corpi che assorbono solo energia. Secondo
tale teoria il paradosso nasceva dal fatto che I'energia totale generatain
un corpo nero dovesse essere infinita, e quindi se riscaldata avrebbe
dovuto emettere razioni elettromagnetiche con frequenze infinite. Tale
cosa non si riscontrava nella pratica. Max Plank riusci a trovare una
spiegazione teorica: suppose che I'energia fosse fatta di “pacchetti
discreti” che chiamo quanti di energia e che il numero di quanti associati
ad un‘onda dipendesse dalla frequenza del I'onda elettromagnetica
stessa. Maggiore € la frequenza maggiore € il numero di quanti. Al di la

Figura 6 — Max Plank




perd di una certa frequenza, I'energia dell’'onda con tale frequenza € eccessiva per essere presa
dal corpo nero e quell’'onda, quindi, non riesce a contribuire. Questo spiegava perché non si
arrivasse ad una energia infinita e valse a Plank il premio Nobel nel 1908. Plank calcolo anche il
rapporto tra energia e frequenza di un’onda, oggi ricordata come costante di Plank e pari a 6,626 *
10 ~-34 Joule/sec.

Ma perché I'energia dovrebbe presentarsi in pacchetti discreti? A questo rispose Einstein con la
scoperta dell’effetto fotoelettrico che gli valse il premio Nobel nel 1921.

Nell'ottocento Heinrich Hertz aveva sperimentato che se della luce cadeva su dei metalli, essi
emettevano elettroni. Se si aumentava l'intensita della luce venivano emessi piu elettroni (ma gli
elettroni non avevano maggiore energia); ma se si aumentava la frequenza della luce (quindi si
modificavail colore verso il violetto) aumentava I'energia degli elettroni emessi.

Einstein ipotizzo che I'onda luminosa avesse pacchetti discreti di energia (quanti) che chiamo
fotoni e che I'energia di un fotone fosse proporzionale alla frequenza dell’onda (il rapporto trale
due era la costante di Plank). Quando un fotone di energia sufficiente colpisce il metallo, da
I'energia ad un elettrone che scappa dal metallo. Il numero di elettroni che sfuggono dipende dal
numero di fotoni e quindi dall'intensita della luce. Il tutto confermava la teoria di Plank. Il fotone
era, come si dice oggi, una particella di gauge elementare.

Il fatto che la luce fosse un flusso di particelle risaliva gia a Newton, solo che adesso la novita era
che la luce era anche un onda elettromagnetica.

Se il dualismo onda-particella poteva in qualche modo essere accettato per i fisici puristi, il
principio di indeterminazione di Heisenberg conduceva a cose inaspettate: non era possibile
sapere in ogni istante la posizione e la velocita di una particella, ma solo la probabilita che un
elettrone stesse in una determinata zona. Nacquero, quindi, in questo periodo le equazioni
matematiche a supporto: I'equazione di Schrondinger :

iha—lP =HY

ot

¥ e |la funzione d’onda (quella che esprime la probabilita di trovare in una posizione la particella),

H & I'operatore hamiltoniano, h la costante di Plank e i =v/-1.

Non si poteva “vedere” ma solo “cercare di prevedere” attraverso la matematica!l Fu proprio in
guesto periodo che Einstein esclamo:”Dio non gioca a dadi nell‘universo!”.

In realta esiste un discorso filosofico dietro a certezza e probabilita. E' un concetto relativo!

Dipende da chi general’evento e da chi non sa e deve prevedere I'evento. Se Dio sa tutto, per Lui
non e probabilita ma certezza, per noi umani e probabilita. Per un computer che ha un software
(quindi le regole o le leggi) che genera numeri pseudo - casuali, quest’ultimi sono casuali per noi
ma non per il computer! In realta in ogni istante tutti gli eventi che potrebbe generare la Natura
sono eventi incerti per noi ma certi per la Natura.

Questo e stato il motivo per cui la teoria quantistica alla fine é stata universalmente accettata.
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Fin qui si € arrivati alla cosiddetta meccanica quantistica che ragiona ancorain termini di particelle
e le equazioni a derivate parziali a sua disposizione sono ancora abbastanza semplici a essere
usate. Ma le cose ben presto si complicarono perché i fisici si resero conto dell’esistenza di due
altre forze presenti in natura.

Le forze nucleari: un nuovo quesito

Se i protoni nel nucleo sono di ugual segno di carica e il numero di essi & grande mentre lo spazio &
poco, perché il nucleo non esplode per la repulsione dei protoni?

| fisici ipotizzarono I'esistenza di una forza nucleare forte attrattiva che agisce a piccole distanze e
che tiene insieme il nucleo: questa forza oggi sappiamo che é trasportata da particelle dette
gluoni. Come spiegare poi il decadimento degli elementi radioattivi come l'uranio? | fisici anche
qui ipotizzarono l'esistenza di una seconda forza nucleare debole repulsiva responsabile
dell’allontanamento dei protomi dal nucleo: questa forza oggi sappiamo che é trasportata da
particelle dette bosoni deboli.

| fisici cominciarono a credere, a questo punto, che fosse necessaria una teoria capace di
incorporare tutte le quattro forze note: gravita, elettromagnetismo, forze nucleari deboli e forze
nucleari forti.

Teoria Quantistica dei campi (QFT)

Nella teoria quantistica dei campi QFT non si considerano piu le particelle, ma si considera che la
materia sia un campo ovvero concentrazioni di energia o increspature nello spazio-tempo.

Anche la teoria di Maxwell, se vogliamo, era una teoria dei campi classica ovvero non quantistica:
tratta difatti il campo elettromagnetico non come un flusso di particelle ma come un campo. La
difficolta, come vedremo, nascera invece nel momento in cui si voleva fondere insieme la teoria
guantistica e la teoria dei campi. Nel 1973 si scopri una proprieta detta “liberta asintotica”
(derivante dalla teoria di gauge non abeliana quantistica), che inizio a illuminare i fisici verso quale
tipo di matematica si procedesse: una matematica ben piu complicata di quanto si pensasse,
sebbene partisse da concetti piuttosto semplici ed owvi.

W Paul Dirac grazie al QFT previde l'antimateria, ma nessuno lo
; 5 ascolto inizialmente. Successivamente nei raggi cosmici si 0sservo

= lapresenza del positrone, I'anti-particella dell’elettrone, una carica
uguale all’'elettrone ma di segno positivo. A questo punto era
decretato ormai il successo della QFT, per la previsione di vari
fenomeni naturali.

La QFT e la simmetria

Ma qual era il segreto matematico della QFT? Il nocciolo duro
della QFT era la simmetria, tanto cara alla natura. In matematica
per simmetria si intende “un qualsiasi movimento o trasformazione
Su un qualsiasi oggetto che rimane con lo stesso aspetto dopo i
movimenti e le trasformazioni applicate ad esso”. Si possono anche
sommare piu simmetrie successive.

Figura 7 — Paul Dirac
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