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Problema ddl’ennes mo termine néelle successioni

di Fibonacci edi Lucas
e sezione aurea

ing. Rosario Turco, prof. Maria Colonnese

Sommario

Gli autori presentano formule in forma chiusa per calcolare rapidamente |’n-esimo
termine nella successione di Fibonacci e della successione di Lucas, senza alcuna
iterazione, e mostrano anche il legame con la sezione aurea phi.

Una particolare forma della successione di Lucas € attualmente importante per il suo
legame con i numeri di Mersenne Mp=2P-1 con p numero primo.
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Introduzione

Gli autori non si addentreranno nella spiegazione delle proprieta delle successioni di Fibonacci e di
Lucas e del loro legame con la sezione aurea, rimandando ai numerosi scritti e a Wikipedia. In
guesto lavoro vengono, invece, dimostrate due forme chiuse per il calcolo dell’n-simo termine della
successione di Fibonacci e della successione di Lucas.

L’ obiettivo di tale dimostrazione € la possibilita di un calcolo piu rapido senza iterazione
informatica.

Successione di Fibonacci

La successione di Fibonacci, dovuta a Leonardo Pisano, & una successione ricorsiva del
tipo:

Xn+2 — Xn+1 + Xn dove )(0:0 eX1:1 (1)

Dalla (1) quindi si ottiene la classica sequenza di Fibonacci:

1,1,2,3,5,8,13,21,...

Successione di Lucas
La successione di Lucas e una successione ricorsiva dello stesso tipo:

X ,=X,+X doveX,=2ex,=1 @

Dalla (2) quindi si ottiene la classica sequenza di Fibonacci:
2,1,3,4,7,11,18,...

Una particolare sequenza di Lucas e importante nella determinazione di valori record
per i numeri di Mersenne Mp=2p-1 con p numero primo:

S(N)=S(n-1)*-2 con S(0)=4




Forma chiusa della successione di Fibonacci

Poniamo:
X =1
La (1) diventa:
r.n+2 — r.n+1+ r.n
Dividendo per r" si ottiene I’equazione quadratica:
r’=r+1 3)
Le cui soluzioni sono:
+
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Il che ci ricorda il legame della successione di Fibonacci con la sezione aurea .

Da qui e possibile ideare una espressione in forma chiusa che deve rispettare analoghe
condizioni al contorno della successione di Fibonacci vista nella (1), cioe:

Loy, pd=5),

> > (4)

X, = A(
A+B=0

_ 5
A(1+2\E)+B(1 2\6)21 (5)

Dalla (5) si ricava che:

1
A=—
J5
1
B=—-——
J5

Per cui la (4) si puo esprimere definitivamente come segue:

. - (1++/5)" - (1-5)"
2"\/5

(6) n-simo termine successione di Fibonacci

Forma chiusa della successione di Lucas

S puo usare lo stesso procedimento, perché la (1) e la (2) sono simili. Per cui anche qui
e valida la (4) ma con condizioni al contorno provenienti dalla (2), per cui é:

_ A(1+2\/§)“ + B(l_z\/g)n di nuovo la (4)
A+B=2
YEACICTE A

2 2 (7)




Risolvendo la (7) é: A=1 e B=1.

Per cui la (4) nel caso della successione di Lucas diventa:

x = A5y, A5y,

2 2 (8) n-simo termine successione di Lucas

Limite dei rapporti nella successione di Fibonacci

Che succede nella successione di Fibonacci al limite dei rapporti di un termine e del
precedente?Occorre considerare:

limy, = lim 2
n—oo n—oo Xn
1-45,"
im X .. _ (l+\/g)n+l_(1_\/g)n+l _ (1‘1'\/5)_(1_\/5)(1_’_\/3) _ l+\/§ o
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