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Con il presente lavoro viene affrontato lo studio di relazioni riguardanti serie

divergenti, soprattutto quelle con termini a segni alterni, e della loro utilizzazione.

ABSTRACT

With this work we examine the study of relations concerning divergent series,

particularly those having powers with alternate signs, and their utilization.

1.00 Introduzione

Una serie si dice divergente quando non é convergente.
Le serie divergenti piu comunemente note sono:

1-1+1-1+...=

I+1+1+1+...

1-2+3-4+...

1+2+3+4+...

1-3+6—-7+...

O—14-21-3+...

> D)

k>0

2K

k>0

Z(—l)k_lk
>k

k>1

> (=D (2k +1)

k>0

D> (DK

k=0

(1.01)
(1.02)
(1.03)
(1.04)
(1.05)

(1.06)

Oltre le serie predette, esamineremo serie divergenti che presentano particolari caratteristiche.

Il grande matematico norvegese Niels Henrik Abel, (1802 — 1829), riferendosi alle serie
divergenti, nel 1826 scrisse cosi al suo maestro Holmboég: “Les séries divergentes sont, en général,
quelque chose de bien fatal, et c’est une honte qu’on ose y fonder aucune démonstration...la partie
la plus essentielle des Mathématiques est sans fondement. Pour la plus grande partie, les résultats
sont justes, il est vrai, mais c’est 12 une chose bien étrange. Je m’occupe a en chercher la raison,

probléme tres intéressant”

Il grande matematico francese, Augustin Louis Cauchy, (nato a Parigi il 21 agosto 1789, morto a
Sceaux (Seine) il 23 maggio 1857), nella prefazione alla sua “Analyse Algébrique”, nel 1821,
scrisse: “ J’ai été forcé d’admettre diverses propositions qui paraitront peut-étre un peu dures: par
exemple, qu’une série divergente n’a pas de somme”(vedasi Bromwich, testo [2], pagg. 320 e 321).
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J. E. Littlewood, (John Edensor Littlewood, Regno Unito, nato il 09.06.1885, morto il 06.09.1977),
nella sua prefazione al testo [1] rivela che Abel, nel 1828, scrisse: “Divergent series are the
invention of the devil, and it is shameful to base on them any demonstration whatsoever”.

2.00 Consideriamo la serie:

ok 1
> D “Tie (2.01)

k>0

La serie (2.01) & convergente per |x| <1, ed & divergente per x>1.
Ponendo, nella (2.01), x=1-¢, con ¢>0, piccola a piacere, otteniamo:

1

(-D*Q-6) =——— (2.02)
kzzol 1+(1-¢)
Passando al limite per ¢ — 0, dalla (2.02) ricaviamo:
> (D) =1-1+1-1+..= 1 (2.03)
k>0 2
Laserie 1-1+1—1+... é tale che la somma dei primi 2n termini e uguale a zero,
mentre la somma dei primi 2n+1 termini e uguale a 1.
Se indichiamo con s la serie
1-1+1-1+... =5,
possiamo scrivere:
s=1-(1-1+1-1+..) =1-s, dacui s= %
Ritroviamo cosi la (2.03)
Derivando la (2.01), rispetto ad x, otteniamo: " (-1)"kx“* = _—12;
ka1 (L+x)
sostituendo k-1 a k, ricaviamo:
1
(<D (k +Dx* = (2.04)
; 1+ x)*
Ponendo, x = 1 — &, ¢ passando al limite per e— 0, troviamo:
DD k+1) =D (D K 4-2+3-44. = (2.05)
k>0 k>1 4

(vedasi G. H. Hardy, Testo [1] pag.3), (Godfrey Harold Hardy, nato a Cranleigh,
Inghilterra, il 07.02.1877, morto a Cambridge, Inghilterra, il 01.12.1947).

3.00 Laserie (2.01), come abbiamo detto, é divergente per x>1.
Esaminiamo ’integrale



N —y(x+1)
A= L e dy

L’integrale A ¢ chiaramente convergente per Re(x) > -1,
ed e quindi convergente anche per x>1.
Infatti, ponendo, nella (3.01), y(1+x) =z, abbiamo:

00 l 00 1
— —y(x+1) — -z =
A= IO e dy = —| e*dz = —

1+x- + X

i i —yx (_yx)k

Ricordando che la relazione e ¥ = Z_
= k!
e valida per qualunque valore di x e y, ricaviamo:
(_X)k * - Kk 1
A - - e yd = —1 =—,
; k! -L y y ;‘( ) 1+ X

La (3.03) e, percio, da ritenere vera anche per x>1.
Possiamo, pertanto, affermare che la serie indicata al 1° membro della (2.01)
o . 1
e divergente per x>1, maé rappresentatada ——
1+x
In generale, come rimarcava Cauchy, “la proprieta caratteristica delle serie alternate

e rivelata dalla serie geometrica seguente:

1 1 t t* t
— +—=——+

c+t ¢ ¢® ¢ ¢t

c>0, t>0

che e vera non solo quando converge, ma anche per ogni arbitrario positivo
valore di ¢ e t ”. Riscrivendo la (3.04) con il resto, nella forma:

1 1 t t* t t"
e = b+ (D"
c+t ¢ ¢ ¢ ¢t D

tn+l 1

2t !

¢ 1+£
c

+ (_1) n+l

n+1
C

essa e vera senza eccezioni (vedasi Knopp, Testo [3] pag. 534), (Konrad Hermann

(3.01)

(3.02)

(3.03)

(3.04)

(3.05)

Theodor Knopp, nato a Berlino il 22.07.1882, morto ad Annecy, Francia, il 20.04.1957).

3.01 Integrazione per le serie divergenti

n

: X < .
Se una serie, Z A, —= f (x), e divergente, per x>a, (a, costante), moltiplicando,
nl

n>0

ambo i membri della predetta relazione, per e ™, ed integrando, rispetto ad x, tra i limiti

zero ed infinito, otteniamo un’altra serie divergente, definita da:

j:’e*x f (x)dx = Z%j:x“ede

n=0



3.02 Ora, poiché, per x>1, il 1° membro della (2.01) diverge, applicando,
alla (2.01), I’integrazione di cui al punto 3.01, otteniamo:

> (-1) j e*x dx = 1—dx

k>0 + X

cioé: > (-D)*ki= j e~ In(L+ X)dx (3.06)

k>0

L’integrale del 2° membro della (3.06) 1’abbiamo ottenuto utilizzando I’integrazione

per parti dell’integrale "€
0 1+X

:_dle;x X = _Eoe_xd In(1+x) = [e_x In(1+ X)Jr'[e‘X In(1+ x)dx]:: .[:e‘x In(1+ x)dx

Non ¢ difficile calcolare I’integrale indicato nel 2° membro della (3.06) ; infatti:
= [(ox = = = o oY =
B jo e In(L+ x)dx =(L+Xx=Y) ejl e In ydy

= er (Iny)e™dy — Il(ln y)e‘ydy} = e(B1-B2)
0 0

" lim - lim

L’integral Bl=| e’ Inydy = D[ ge‘yd}: DI(e+1) =
Integrale jo ydy 60 SJ.OY y 650 " (e+1)
=I'Y)=vQ =-
essendo, y=0,5772156649, la ben nota costante di Eulero-Mascheroni, e,
I(z) = j:tzfle*dt, Re(2)>0,

I"(z)
r(z)
(Leonardo Euler, nato a Basilea il 15 aprile 1707, morto a San Pietroburgo il 7 settembre 1783).

(Lorenzo Mascheroni, nato a Castagneta, Bergamo, il 13.05.1750, morto a Parigi il 14.07.1800).
L’integrale

e la ben nota Funzione di Eulero di seconda specie; W¥(z) =

82= ﬂ('” Vedy = (y=e ) = [ (-2)e et ()=

—z(k+1) — ( 1 — (_1)k
jze d2 = -2 (k+1)2'é KIk

k>0 k>0
0 eix (
Pertanto: B=| —dx= —e(y+ 3.07
0 1+ x (y kZ;, ) (307
Dalla (3.06) e (3.07) facilmente ricaviamo:
D ()K= —e(}/+z( D" ) =0,596347, (3.08)
k>0 k>1 !

che e perfettamente identica alla formula riportata da Hardy, (vedasi Testo [1] pagg. 27-28).
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o : (D*tx*
3.03 Ricordiamo la nota relazione Z— = In(1+x)

ok

I 1° membro della (3.09) rappresenta una serie che converge per ‘X‘ <1, ediverge

per x>1. Pertanto, applicando, alla (3.09), I’integrazione di cui al punto 3.01, otteniamo:

> (_lk)kl [ e dx =3 (D" (k-1)!=["e™ In(L+ x)dx,

da cui, sostituendo k-1 a k, troviamo: Z(—l)kk!: Jj e " In(1+ x)dx,

k>0

relazione perfettamente identica alla (3.06).

3.04 Consideriamo, ora, la serie:

D (DMKIXE = 01— 1Ix + 20X = 31X+ .

k>0

La serie (3.10), per x>1, e certamente divergente.

Il 1° membro della (3.10) & pari a: —D*xkkl= S (D) x4 [ thetdt
(3.10)ép 2D 2D [
-t
Applicando la (3.04), otteniamo: “D)Rxkk= T2t
PP (3.04) 2D k= [

Eulero, nella sua corrispondenza con Nicholas Bernoulli, dimostra che la serie

XZ (-1)*x*k! soddisfa formalmente 1’equazione differenziale:
k>0

x* % +y =X, da cui egli ottiene I’integrale
X

y:

0

1, ,1
J-x S0 dg
¢

. . y qer 1 1
; sostituendo in quest’ultimo integrale ———=t,
X

xe
1+1x

Pertanto, risulta verificata la (3.12) per ogni x positivo, e quindi anche per x>1.
Osserviamo che I’integrale seguente:

ricava facilmente I’integrale y= J:O

- e tdt
0 t+bx

soddisfa I’equazione differenziale g—y _a + by, b>0
X X

La soluzione della predetta equazione differenziale ¢ data da:

y= -2 1_i+2|(if_3l(ij3+ =—iZ(—1)ki la quale &
bx bx \bx L bx bX iz (bx)*’

-t

e
t+

rappresentata dall’integrale: C = —afow

5

t
dt (vedasi Bromwich, Testo [2], pag 323).

(3.09)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

gt (vedasi Bromwich, Testo [2], pag. 349).
X



3.05 Riprendiamo la serie (2.01) D (D =—
>0 1+X

Deriviamo ambo i membri della precedente, n volte, rispetto ad x. Operando, abbiamo:

Fk+D) o _T(0+D) ()
2 it T T @ (3.13)

Per k compreso tra 0 e n-1, i termini corrispondenti del 1° membro della (3.13) sono nulli;
1 1

infatti, per ogni ksn, ————— == =0 pertanto, ponendo, nella (3.13), k-n=h, abbiamo:
I'k+l-n) o
Z( )h+n r(h+n+1) h ( 1) n'
h>0 r'(h+1) (1"' )"
o n+h 1
da cui ricaviamo: 1 X'=—F- 3.14
g( ) ( ) (1+X)n+l ( )

Per il calcolo della derivata di ordine n, rispetto a x, di (x*) edi (1+x)7",

abbiamo utilizzato, rispettivamente, le formule:

Ck+D

r(n+1) a
I'(k+1-n)

()

La relazione (3.14) & ben nota, ed & valida per |x| <1.

DMWx* = , DYA+x)*" = +x) " (=D)" (3.15)

Il 1° membro della (3.14) costituisce una serie che e divergente per x>1,
ma e rappresentata dal 2° membro della medesima (3.14).
Quindi, applicando, alla (3.14), I’integrazione di cui al punto 3.01,

i n+h .
otteniamo: > (-1 ( ]j x"e*dx = J' j ciog

h>0

3 (1) [“h]. f%,dacui

h>0

Z( )" (n+h)I rs e *dx (3.16)

h=0 @+x)"
Ponendo, n=0, nella (3.16), ritroviamo la (3.06).
Il 1° membro della (3.16) costituisce un’altra serie divergente, rappresentata,

per ogni n intero positivo, dal valore finito dell’integrale del 2° membro della (3.16).

e~ *dx

L’integrale E = Jm I’abbiamo calcolato con diversi metodi nell’ Appendice A.
o (1+x)™

I 1° membro della (3.16) possiamo trasformarlo nel seguente modo:

S (1) (”J” jhl S (- 1)hM =(h=k)= (D™ k

h>0 h>0 k>n



Uy rng i) = O Seias O s e[ ves

k>0 k=0 n! k=0

Utilizzando la (3.06), e tenendo presente la (3.16), ricaviamo:

n-1 n-1

E= [ e _ (- 1) EPIEULE (GO 1) L e "dx (3.17)

0o (L+x)"™ 1+ X

La (3.17) e una relazione reale, valida per n>0, ed & una formula ottenuta,

efficacemente, utilizzando serie divergenti.
Il risultato fornito dalla (3.17) & conforme a quelli ottenuti con i metodi applicati

nell’ Appendice A.

~t

3.06 Riprendiamo la relazione (3.12) D (D xki= j dt

0 1+1x

Abbiamo detto che essa risulta verificata per ogni x>1.
Pertanto, applicando, alla (3.12), I’integrazione di cui al punto 3.01, ricaviamo:

> (-1) klj x“e de_j e*dej —dt cioé

k>0

> (D) (k1?2 = jo” j ﬂcltolx (3.18)

k=0

- (x+t)
L’integrale doppio, F =IO j —dtdx indicato nel 2° membro della (3.18),
possiamo trasformarlo ottenendo il seguente risultato:

Y

La trasformazione dell’integrale doppio ¢ riportata nell’ Appendice B, punto 1).

e —(x+t)

dtdx = 4j0°°te-25i"htdt (3.19)

. k 2 2 [®4na-2sinht
Pertanto: D (=D k) _4I0 te 2" gt (3.20)

k>0
L’integrale indicato nella (3.20) ¢ convergente; infatti, osserviamo che per t compreso

tra zero ed infinito, sinht >t, e quindi
4[ e Mdt<4 [ tedt =1
0 0

In definitiva il 1° membro della (3.20) costituisce una serie divergente, rappresentata
dal valore finito dell’integrale indicato al 2° membro della (3.20).
Il valore numerico del 2° membro della (3.20) é uguale a 0,668091.

4.00 Sui numeri di Bernoulli
(Jacob Bernoulli, nato a Basilea il 27.12.1654, morto ivi il 16.08.1705)
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E’ noto che

e 1
e re ¥ e L =D)e = = : 4.01
é 1-e* e*-1 (4.01)
Moltiplicando, per xe ™, i membri della (4.01), abbiamo:
- px
2xe-<k+p>x X pso, (4.02)
e -1
X k
Ricordiamo che: =>» B, —, (4.03)

ef -1 = = k!
essendo, B, , i ben noti numeri di Bernoulli, i cui primi valori sono dati da:

B,—1B, - —1,B, =%,BA =;—§,Bs =%; B,, =0 perk=1,2,3,...

La (4.03) & convergente per |x| < 27, ed & divergente per |x > 27 .

Sostituendo la (403) nella (4.02),

k

xe ™ x“‘e P
ricaviamo: D xe P = => B, (4.04)
k>1 e —l k>0 k'

Derivando i membri della (4.04), n volte, rispetto a x, e ponendo dopo, x=0, otteniamo:

ZZ( J(X)(J)(e (k+p)><)(n N ZB Z( j(X )(J)(e- pX)(n i (4.05)

k> j=0 k>0 =0

Nel punto x = 0, il valore di x” & diverso da zero solamente quando j=1, mentre

il valore di (x*) & diverso da zero solamente quando j=Kk.

Pertanto, dalla (4.05) otteniamo: nZ( “)"(k + p)™* z B (k] k!(—klﬂ:)"_k
dacui 3 (k+p)" = -—Z B [kJ(—l)k o™ (4.06)

dove p, ripetiamo, rappresenta un qualsiasi numero reale non negativo, (p>0).

Esamineremo vari casi.

a) Casodip=0
Perp=0, p"* =0 solo quando k = n.

Quindi, dalla (4.06) otteniamo: D> kM= % B, (4.07)
=
Pern=2m+1, (m=1,2,3,...), troviamo:
ékzm = ZBni—Tl: , inquanto B,,, =0
cioe, 1" +2°" 437" +...=0 (4.07a)
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Introduciamo la Funzione Zeta di Riemann (Georg Friedrich Bernhard Riemann,

nato a Breselenz, nell’Hannover, il 17.09.1826, morto a Selasca, sul Lago Maggiore,

il 20.06.1866),
£(8)=1°+2"°+3"+..=> k™, Re(s)>1
k>1

Per la (4.07a) abbiamo: £ (-2m) =0

Pern=2m, dalla (4.06) troviamo:  £(1-2m)=>) k™= —%, cioé
k>1

2m
2m-1 2m-1 2m-1 Bzm
SA-2m)=1"""+2"" + 3" + .. =—
2m
(vedasi Testo [4], pag. 1074).
Ponendo, nella (4.08), s=0, troviamo: C0)=1+1+1+..= Zko
k>1

Nell’ Analisi Matematica si dimostra che:  £(0) =1+1+1+..= > k® = —%
k>1

(vedasi Testo [5], pag. 104).

Se poniamo, nella (4.07), n=1, ritroviamo la (4.09a)

Ponendo nella (4.09), m=1, troviamo SC-)=> k= B _ 1
= 2 12
_— 1
C10€, 14+243+...= — —
12
Dalla precedente, moltiplicando ambo i membri
per due, ricaviamo: 2+4+6+... = —%
o 1 1 1
E quindi: 14345+, = 14243+, - (2+4+6..) = ———+—=—
12 6 12

In tal modo, abbiamo utilizzato le serie divergenti (4.09b) e (4.09¢c).
Ora, osserviamo che:

DED KT =D (D KADT =D (KD + ) (D (Kk+2) =

k=0 k>0 k=0

= 4(s) =D (2k) ™ =D (2k) " = (1-27°)(s)

Ponendo, s = -2m, nella (4.11), troviamo:

D (DK™ = (1-2""")¢(=2m) =0, in quanto £ (-2m) =0

(4.08)

(4.09)

(4.09a)

(4.09D)

(4.09¢)

(4.10)

(4.11)

(4.11a)



Ponendo, s=1-2m, nella (4.11), tenendo presente la (4.09),
27" -1

troviamo: D (DK™ = (1-2"M) ¢ (1-2m) = B, (4.11b)
k>1
Dalla (4.11) ricaviamo:
DK+ = (1-27)(s) =1°+3°+5° +... (4.12)
k>0
D(K+2)°=27(s) =2 +47+67 +... (4.13)
k>0
Ponendo, s = -2m,
nelle (4.12) e (4.13), troviamo: > (k+1)*" = 0, > k+1)*™ =0
k>0 k>0
Ponendo, s=1-2m, nelle (4.12) e (4.13),
troviamo: D (Kk+1)mt = (2 —1)% (4.12a)
k>0 2m
Z(k +1)2" = B (4.13a)
k=0 2m

I primi membri delle (4.12a) e (4.13a), per m=1,2,..., sono serie divergenti, rappresentate,
rispettivamente, dai valori finiti dei secondi membri delle medesime relazioni.
Ponendo nella (4.11), s = 0, troviamo:

1-1+1-1+.. = (-1) £(0) = (—1)(—%) = %

Ritroviamo cosi, per altra via, la (2.03)
Ponendo, nella (4.11), s = -1, abbiamo:

1-243-4+..=(1-4) ¢(-) = (—3)(—i) . (4.14)
12 4
Ritroviamo, per altra via, la (2.05)
Utilizzando la (4.14) e la (4.09c), ricaviamo:
1+3+5+... = 1-2+3—4+...+2+4+6+...) = 1+ (—E) -1
4 6" 12
Ritroviamo, per altra via, la (4.10)
Ponendo, nella (4.12), s = -1, troviamo: 1+3+5+... = (—1)(—%)) = %
Ritroviamo, per una via diversa, la (4.10)
Ponendo, nella (4.13), s = -1, troviamo: 2+4+6+... =2(— %) = —%
Ritroviamo, per una via diversa, la relazione (4.09c).
Derivando, rispetto ad s, il 1° e ['ultimo membro della (4.11), troviamo:
D (D Kk (=Ink) = 1-27°)¢"(s) +£(s)2° In 2 (4.15)
k>1
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Per s =0, troviamo:

> (-DK(=Ink) = 1-2)¢"(0) +£(0)2In 2

Nell’ Analisi Matematica si dimostra che: ¢'(0) = —% In(27),
(vedasi Lindelof, Testo [5], a pag. 104).

Essendo, inoltre, £(0) = —%, ricaviamo:

D> (-D)*(Ink) =In1—-In2 +In3—In4 +... = —%In(Zn) +In2 = —%In%

k>1
(vedasi G.H.Hardy, Testo [1], pagg. 346 e 347).
Dalla (4.16) ricaviamo:
224262 (2n)? -

=In=, dacui
1% 3% 5° (2n—1)2) 2

22 4°6°  (2n)* &

12 32527 (2n-1)?2 2

Poiché lim - _(2n)° 5) = fim (@n)° , dalla (4.17) ricaviamo:
n— o (2n-1) n— o (2n-1)(2n+1)
lim 224466 2n  2n ) = lim  (2"n!)*2"n2"n! _
nNn—>w 133557 2n-12n+1" n—oo(2n)!(2n)!(2n+1)
_ lim 2+ lim 2" [C(n+D]
noof@n+)f@n+1) n —)oo{zZn s )F(n+1)} (nsD)
Jr
_ lim [F(n +:|_)]2 _ lim Nz _ T
n— o [\/1_1_(”+1)} (2n+1) n—->ow(2n+l) 2

Nella dimostrazione precedente abbiamo utilizzato le formule

2n

lim T(nh+1) _ lim Jn. e T@ni1)=
n_>°°1“(n+;) n— oo Jr

I(n+ %)F(n 1)

La (4.17), scritta nella forma:
lim 224466 2n 2n , _ lim lﬂ[( _7

2n — 12n+1 2

n — o 133557"'2n—12n+1 mo ol

prende il nome di “Prodotto di Wallis” (John Wallis, nato a Ashford il 23.11.1616,

11

(4.16)

(4.17)



morto a Oxford il 28.10.1703).

b) Caso di p intero postivo.
Ponendo nella (4.06), k+p = h, ricaviamo:

p
Z(k + p)nfl — Z(h)n& — Zhn—l _Zhn—l — _EZ Bk[n}(_l)k pnfk (418)

k=1 h>p+l h1 h=1 N o K
Per n=1, dalla (4.18), troviamo:

D (k+ p)O:ZhO—Zp:hO =(1+1+1+...) —p :—%—p (4.19)

k>1 h>1 h=1

Per ottenere la (4.19) abbiamo utilizzato la serie divergente (4.09a).

Ponendo, n=1, nell’ultimo membro della (4.18), ricaviamo:

—(B,p—B)=—-p- % , valore identico al risultato della (4.19)

Per n=2, dalla (4.18) ricaviamo:

2

Y (k+p)= Zh—zp:hz (1+2+3+...) = (142+3+...+p) = —i—l(p +p) (4.20)

12 2

Ponendo, n=2, nell’ultimo membro della (4.18), ricaviamo:
p’ 4 PN B 1
—|—(B,—-2B,p" +B =—(p° +p)——,
{2(0 P+ BpT) 1= (P4 P) -
valore identico al risultato della (4.20).
Per ottenere la (4.20) abbiamo utilizzato la (4.09b), che é una serie divergente.
Per n=2m+1, (m=1,2,3...), dalla (4.18) ricaviamo:
p
D(k+p)m=>h" =D =0 (1" +22" +3" + ..+ p*") =

k>1 hx1 h=1

-1 2m+1
_ 1 Z sz( Jpzmﬂ—zk 1 2" da cui

2m+14 2k 2
1 o 2m+1 1
12m + 22m +32m +.+ 2m = B 2m+1-2k += 2m 421
( p") 2m+1kZ:(; 2k[2k Jp 2p (4.21)
Per p=1, ricaviamo:

m 2m+1 1
> B, =m+= (4.21a)
= 2k 2

Per ottenere la (4.21), abbiamo utilizzato la (4.07a), che & una serie divergente.

Per n=2m, dalla (4.18), ricaviamo:

Z(k + p)2m—l — Zth—l _Zp:th—l - _
k>1

hx1 h=1

%_ (12m—l +22m—1 +32m—1 + o+ p2m—1) =

12



-1 2m am2k 1 _oma :
=—)B m=ex _Z p<m, da cui
2mZ Zk[ZK]p 2P

k=0
12m—1+22m—1+32m—1+ + p2m—1 :imz_lB 2m p2m—2k +£ p2m—1 (4 22)
2m &= 2| 2k 2 '

Per p=1, ricaviamo:

mj BZk( j (4.22a)

k=0

Per ottenere la (4.22), abbiamo utilizzata la (4.09), che € una serie divergente.

4.01 Consideriamo la serie:
o 1
e —e HFte ™ = =
;( ) 1+e e+l
1 1 N 1 _ 1 2
e*+1 e -1 e*-1 e*-1 e*-1

(4.23)

Moltiplicando la (4.23) per xe ™, (p >0), otteniamo:

D (=D xeerx = xe ™ 2xe’™
= e* -1 e -1

Tenendo presente la (4.03), ricaviamo:

Z( e = T, xke‘px B, (2x)ke‘pX - Y8, @-2")x"e™ )xke‘pX . (4.24)

k>0 k>0 k>0

derivando, n volte, rispetto ad x, il 1° ed il 3° membro della (4.24), e ponendo
dopo, x=0, troviamo:

(1 pxy(n—j)
S (-1)" 12[ j(x)“)(e‘(k*p)x)(” »-¥B, Z( J(l 2)(x" )k! (e™)

k>1 k>0 =0

Tenendo presente quanto precisato in 4.00, 7° capoverso, ricaviamo:
Z( - (k+p)™? —ZB (2" - 1)( j(—l)k pr (4.25)
k>0
Esamineremo vari casi
a) Casodip=0
Ponendo, p=0, nella (4.25), troviamo:

D (DK = % B,(2"-1) (4.26)

Per n=1, dalla (4.26) abbiamo:
1, 1
1-1+1-1+... = (-D)(-2)= =
(D)=

Ritroviamo, per altra via, la (2.03)
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Per n=2, dalla (4.26) abbiamo: Z(—l)"(k +1)=1-2+3-4+...

k>0
Ritroviamo, per altra via, la (2.05)

Pern=2m+1, (m=1,2,3,...), ricordando che B

2m+1

1

11 1
:——3:—
26() 4

=0, dalla (4.26) abbiamo:

D (DRI =12 2P 3 g = =B, (2" 1) =0, (4.27)
2m+1

Ritroviamo, cosi, la (4.11a)
Per m =0, ritroviamo ancora la (2.03).
Per n=2m, dalla (4.26) ricaviamo:

Z(_l)kflk2mfl — 12m71 _ 22m71 + 32m71 _ 42m71 + — i BZm (22m —l) (428)

m

Ritroviamo, cosi, la (4.11b)
Per m=1, dalla(4.28) abbiamo: Z(—l)“k =1-24+3-4+..= %%(3) = %

k>1
Ritroviamo ancora la (2.05)

b) Caso di p intero positivo
Ponendo, nella (4.25), k+p=h, otteniamo:

Z( l)k 1(k+ p)n -1 _ Z( 1)h p—lhn—l (_1)p|:2(_1)h—lhn—l

h>p+1

=— ZB (2" - 1)( j(—l)k p™

k>0

Per n =2m+1, (m=1,2,3,...), tenendo presente la (4.27), ricaviamo:

p
Z(_l)h—thm — 12m _ 22m +32m _ 42m + o+ (_1) p-1 p2m —

2m+1
_( 1)p 1[ - ZBZk(ZZk _1)[ m+) 2m+12k+%p2m]

k>0

Per p=1, ricaviamo:
2m+1
ZBZk (2% —1)[ j m+ 1
2
Per m=1, dalla (4.30) ricaviamo:

Z( Dh? =12 222 13 424 1 (~1) " p? = (- 1)9-1p(p+1)

h=1

_ i (_1)h—l hn—l:| —

(4.29)

(4.30)

(4.30a)

Abbiamo ottenuto la (4.30) utilizzando la serie divergente (4.27).

Per n=2m, dalla (4.25) otteniamo:

Z( D (k+p)*™ ——ZB (2" —1)( j(—l)k p*™

k>0
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Per p=1, ricaviamo:
22m—1 _32mfl +... = (_1+22m—1 _32m—1 +)_+_1 - _(1_22m—1 +32m—1 _42m—l”.)+1:

1

2
=Ly B, -1 e
mis 2k ) 2

Tenendo presenta la (4.28), otteniamo:

m 2m
D B, (2% -1 =m-(2°" -1)B,, (4.30c)
a 2k

Casodip :W , (M ed N interi positivi, primi tra loro)

Sostituendo p = % nella (4.25) otteniamo:

D DNk + M) = Z B, (2 —1)( j(-l)k(%)“k N =

k>1 k>0

1)( j(—l)k(%)k M ZBZK( 2% 1)( J(—)2k MU (431)

Per n=1, dal 1° membro della (4.31), abbiamo:

D (D H(NK+M)° =1-1+1-1+... :%

Per n=1, anche 1’ultimo membro della (4.31) fornisce %

Ritroviamo, cosi, ancora una volta, la (2.03)
Per n=2, dal 1° membro della (4.31) troviamo:

S (D) Nk + M) = NS (D) k+M Y () = SN+ I m (4.32)
k>1 k>1 k>1 4 2
Dall’ultimo membro della (4.31), per n=2, troviamo:
M2 N, 1 N1 1 1 1
- —)+=M=—==Q)+=M==N+=-M 4.33
B,(4 )( j(M) > 26() oM =N+ (4.33)

Constatiamo che i risultati della (4.32) e della (4.33) sono identici.
Abbiamo ottenuto il risultato della (4.32) utilizzando le serie divergenti (2.05) e (2.03).

4.02 Ponendo, nella (4.03), x=pz, p> 0,
(4.34)

— z pze pz(k+l)

pZ
e k>0 k>0

otteniamo:

Moltiplicando gli ultimi due membri

15



(pz)“e*?
della (4.34), pere**™  abbiamo: > pze ) =3B,

k>0 k>0 kl

Derivando, n volte, (n>0), rispetto a z, ambo i membri della (4.35), troviamo:

k

pZZ( j(z)(h)[_(1+ pk)]n—he—z(pk+l) :ZBK %Z( j(z )(h)(p 1)n h z(p -1)

k>0 h>0 k>0 = h=0

Dalla (4.36), tenendo presente quanto precisato in 4.00, 7° capoverso, e ponendo,
z=0, ricaviamo:

>+ pk]™ =%Z B, |ok(2j(|0—1)”‘k

k=0 PN o

Ponendo nella (4.37), n=2m+1, (m=1, 2, ...), troviamo:

m 1 2m+1
[+ Pk =———>'B pk[ j(p—l)zm*”
; p(2m+1)g;‘ Tk
Per p=1, abbiamo: > (1+k)*™ = > k" =0.

k>0 k>1
Ritroviamo la (4.07a).

. m 1 2m+1
Per p=2, abbiamo: 1+2k]" =———— 3B, 2* =0,
P é[ ] 2(2m+1)k§.: “ (k J
in quanto, £ (-2m)=0
L s 2m+1
Dalla (4.39), ricaviamo la notevole formula: Zszz =2m+1
k>0

Sommando, membro a membro, la (4.21a) con la (4.30a), otteniamo la (4.40)

Ponendo, nella (4.37), n=2, troviamo:

S+ pk]l = @+141+.)+ pA+2+3+...) :—i— pi ;

k>0

= ([ 2 2—k__ __E_ﬂ
02 kZ;ka(kj(p—l) = [B(p 1)®+B,p2(p-1)+B,p°] > 13

Possiamo constatare che i risultati della (4.41) e (4.42) sono identici.

Per ottenere la (4.41) abbiamo utilizzato la (4.09a) e (4.09b), che sono serie divergenti.

Per n = 2m, dalla (4.37), otteniamo:

z[1+pkf"“:—z [ ]p —°m

k>0 k>0
Per m=1, dalla (4.43) ritroviamo gli
stessi risultati delle (4.41) e (4.42). Per p=1, dalla (4.43) ricaviamo:

Z(1+ k)Zm—l ZkZm—l — %

k>0 k>1 m

Ritroviamo la (4.09).
Per p=2, dalla (4.43) ricaviamo:
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—12m 2m 1 1 2m
1+2k)>™ = ——=»'B, 2 = =)' B,2*
2,4+29 4me::; ‘ (k J 2 4mZ % [ij

k=0

D (@+2k)™™ = (1-2""H ¢ (1-2m)

k=0

2m-1
Ricordando la (4.09), ricaviamo: > (@+2k)™™ = 2 o 182m
k>0

Ritroviamo, cosi, la (4.12a).
Confrontando la (4.44) con la (4.45),

m 2m
otteniamo: D By 2 (Zk ) =2[m-(2°*"*-1)B,,]

k=0

Sottraendo, membro a membro, la (4.22a) dalla (4.46), otteniamo la (4.30c)

k
5.00 Riprendiamo la (4.03) X > B, %

e -1 &

Come abbiamo detto, la serie indicata nel 2° membro della (4.03) risulta divergente

per [x|>27- Applicando, alla (4.03), I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

< XedX 1 o _ .1
j =>'B,— | x‘e dx—ZBk—l—E+éBZK

X k
0 e’ -1 k>0 k! 0 k>0

Calcoliamo I’integrale che figura al 1° membro della (5.01). Operando, abbiamo:

r xe *dx _ r xe *e *dx :zr e (D gy = Z 1 :7?_2_
0 e" -1 o 1-e” ks0 " = k+2?° 6
Pertanto, dalla (5.01), ricaviamo:
7¢ 3
P 6 2

k>1
I1 1° membro della (5.02) costituisce, chiaramente, una serie divergente,

la quale é rappresentata dal valore del 2° membro della stessa (5.02).

Osserviamo che i termini della serie Z B,, sono a segni alternati.
k>1

Infatti, dalla nota formula:

- X2n

B,, = ()" 'z [ Wd

rileviamo che per n pari, B,, presenta un valore negativo, mentre per n dispari,

X, (=123,.)

B,, presenta un valore positivo, cioe B, <0, B,, , >0,

La formula (5.03) trovasi nel Testo [4], pag. 1076, (formula 9.611-2).

La formula (5.03) ¢ stata verificata nell’ Appendice B-punto 3), utilizzando sia il 2°

teorema integrale di Cauchy, sia il metodo del limite e derivata.
Applicando la (3.04) alla (5.03), otteniamo:
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ZB Z( 1) —2nj‘ X" dx = J'w x? dx
=a (shx)? 0 (shx)? 72 + X2
I 1° membro della (5.04) é una serie divergente, rappresentata dal valore finito

dell’integrale che figura nell’ultimo membro della (5.04).

2
Confrontando la (5.04) con la (5.02), ricaviamo: J. X 5 de > = .3
0 (shx)® 7° + X 6 2
X’ dx
L’integrale G = J. > € certamente convergente.
(shx)® 7% + x

Infatti, per ogni X, compreso tra zero ed infinito, risulta che shx >x, e quindi:

x? dx o dX 1
G= < = =
IO (shx)® 7% + x* -[0 i+ x: 2
2
Abbiamo calcolato, nell’ Appendice B-punto 2), I’integrale G= J- X

0 (shx)® 7% +x°

utilizzando il teorema dei “Residui”, piu esattamente il 2° teorema integrale

di Cauchy, ed abbiamo trovato lo stesso valore fornito dalla (5.02). Abbiamo avuto cioé:

L :J-oo x? dx _ 2" 3
b (shx)? 72 + X 6 2

La (5.05) e una relazione reale e vera, ed e stata ricavata dal confronto
di due relazioni, ottenute utilizzando serie divergenti
Il procedimento eseguito nel caso esaminato € da ritenersi, quindi, valido.

5.01 Sostituendo, nella (5.00), -x ad x, troviamo: X :z B,

Per |x| > 27, la precedente relazione e divergente, per cui, applicando,

alla medesima relazione, 1’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

“X(+K) gy — 1 -
I e dx I e~ e —dx = k;;j xe dx = g;‘(l+k)2 ;
s, 1) j x‘e™dx = > B, (-1 —1+— + 3B,
k>0 k>0 k>1

Uguagliando i risultati delle due ultime relazioni,
. T 3
troviamo: D> By = -

che ¢ identica alla (5.02).
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5.02 Ponendo nella (4.03), x =iz, (i € I’'unita immaginaria), ricaviamo:

(|z) 1
2. _ésﬂ 20! +iz( 2) (5.06)
iz _ iz _iz(cosz—-1-isinz) |z zsinz

e’ -1 cosz+isinz—l_(cosz—1)2+(sinz)2 2 2-2c0sz

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie tra la relazione
precedente e la (5.06), otteniamo:

zsinz 1) z% L B 7% B 742
_ = =14+ JR——— .
z
4k—2 4k ZCOSE
da cui =1- 5.07
kz>1:[ k-2 (4k 2)| | 4k|(4k)' psin 2 ( )
2

Le parti immaginarie sono soddisfatte.
Per |z| >2r,(z#2kr), la serie del 1° membro della (5.07) non converge, ma costituisce

una serie divergente, rappresentata dal valore finito del 2° membro della stessa relazione.
Pertanto, applicando, alla (5.07), I’integrazione di cui al punto 3.01, troviamo:

1 zsinz
4z -2 B 4k— 2 -z -z 1——
2 “k|(4|<)'J et S B gy 7 I

da cui ricaviamo:

oo zsinz
B, |+3'B, ,=[ e’ [l-——"% ]dz (5.08)
é' o é‘ 2 -L 2(1-cos z)
cioe S [Buc|+ Buc o]=1- > 2% =0,205766 (5.09)
k1 = (L+K?)
Nell’Appendice B, punto 6), abbiamo dimostrato che
o zsinz 2k
j e l-—————Jdz=1-) "~ = 0,205766 (5.10)
2(1—cosz) @+k?)
5.03  Osservazioni.
Dalla (5.06) ricaviamo:
k 2k H
Zixe"kx: _Z . ('X) CXT X gox<2z, (511)
= =0 =0 2k 2
: (D x* i
Dalla (5.11) otteniamo: Z|x(cos kx—isinkx) = > B, ~—>—— 20 2
k>0
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Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie, troviamo:

Zxcoskx:—5 szm kx) =>'B D (5.12)
= 2 & ()
Ponendo nella prima delle relazioni (5.12), x=r,
troviamo: D coskz =D (-1 = —% , da cui rileviamo che:
1-1+1-1+... :1
2

Ritroviamo, ancora una volta, la (2.03).

Ponendo, nella seconda relazione delle (5.12), x=r,

] . (—1)k7l'2k
troviamo: B, —~———— =0, 5.13

. 72
cioe: 1+ B — =0,

Z N (4k)' ZJ 72 (4k -2)!

4k-2

da cui 1=1 (5.13a)

ZH 4k| 4k 27[—
(4k)| (4k —2)!

La serie del 1° membro della (5.13a) costituisce una serie, rappresentata dall’unita.

La (5.13) e la (5,13a) sono state verificate con un programma di matematica.

iX 2ix

Dalla (4.23), ricaviamo: ) (-1)tixe ™ = ) (-1)“"ix(coskx—isinkx) = ———————=
k>1 k>1 e” -1 e -1

(ix) (2|x) (D*x* ix (D (@2x)*  2ix
P & & e 2 {Z " 2K 2} 49

Poniamo, nella (5.14), x = % ed uguagliamo le parti reali e quelle immaginarie.
1) Per le parti immaginarie abbiamo:

g R cosk—_—— Z =2 Gioe
kZﬂ:() ( ) REIRE

> (=D 1”(cosk—)— 2[Zcos(Zk +1 E_ZCOS(Zk_'_Z) }

k>1 k>0 k>0

=-2 D (-1, che Uguagliataa 2 fornisce: > (1) = -,

2 k>0 k>0 2

cioe: 1-1+1-1+... =

N |-

Ritroviamo, cosi, ancora la (2.03).
2) Per le parti reali, abbiamo:
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k-1 H 1 2k 1 2 Y
é(—n %smk% kz; ” ((Zk))'( ) LZ(; g, G (D)7 ()218[') } cioe:

Z( 1)kl smk—-— —Z( 1)~ _—(1 1+1-1+..)=

k>0

(D" 7\ x (D" (m)*™ | _ (-D“'x*@-2%) :
; 2 (2k)l( =) LZO: sz} —ész (2K, , per cui

Z BZk (_1)kfl7z_2kfl(1_ 272k) _

Nla
N |-

> 0 % (5.15)
I risultato della (5.15) é reale, e risponde esattamente al risultato del
calcolo eseguito con un programma di matematica.
Nello svolgimento dei calcoli abbiamo utilizzato la serie divergente (2.03).
I numeri di Bernoulli sono numeri razionali, e rispondono alla seguente formula

: n (N
ricorrente: B, = z(kJBk ., By=Ln>1

k=0

6.00 Sui numeri di Eulero

L i 1 xX
Consideriamo la serie: =) E, — 6.01
cosh x 2_E, k! (6.01)

k=0

La serie (6.01) converge per x| < % e diverge per|x| > %
I numeri E, sono i ben noti numeri di Eulero
| numeri E, ,=0; E, >0; E,.,<0, (k=0,1,2,...)
| valori dei primi numeri di Eulero sono:
E,=1E,=-1E, =5E, =61 E, =1385
Poiché la serie (6.01), per |X| > %, diverge, applicando, alla (6.01), I’integrazione di cui
al punto 3.01, troviamo: | coshx kZE —.[ xke™dx = kZ(l)EZk (6.02)

Sviluppando i calcoli del 1° membro della (6.02), ricaviamo:

.[o Coshx I 2e e = 22( 1)¥ J’ o2k gy =

=23 (-1)" Z( L 1)“1 In2

0 (2k 2) i (k ) &
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Pertanto, per la (6.02), otteniamo: z E,, =1In2

k>0
Quindi, chiaramente, il 1° membro della (6.03) costituisce una serie divergente,
rappresentata dal valore (In2).

Nel testo [4], a pag. 549, troviamo la formula seguente, (formula 4.271-6):

0 dx V4
|nX 2n —_ (= 2n+l
J, tm T~ 2

[zl
e . . n 2 2n+l [ 2n dx
Poiche E,, >0,¢, E, ., <0,abbiamo: E,, =(-1)"(—) IO (Inx) T
T
Applicando, alla (6.05), la (3.04), otteniamo:

y

zEgk:_I 41 dx - (x= ey)—27Z'I 1 e

k>0 T 1+7(InX)2 1+X wﬂ' +4y l+e
T

0 1 1 o1 1
J

= dy = =n7) = 7
ELO 7% +4y® coshy y =(y=m) ~ 1+ 4z2% cosh(nz)

Confrontando la (6.03) con la (6.06),

1

H=| . dz=In2
—»1+4z° cosh(nz)

ricaviamo la formula:

Nell’Appendice B, punto 4.0) abbiamo riportato il calcolo dell’integrale
o1

H:J' 1 dz, ottenuto utilizzando il 2° teorema integrale di Cauchy,

-1+ 4z2% cosh(nz)
dimostrando che il 1° membro della (6.07) e esattamente uguale a (In2).
La (6.07) € una relazione reale, ricavata dal confronto di due relazioni
ottenute utilizzando serie divergenti.
Il procedimento eseguito deve, pertanto, ritenersi valido anche in questo caso.

Nell’ Appendice B, punto 4.1) abbiamo verificato la formula (6.05), utilizzando, sia il 2°

teorema integrale di Cauchy, sia il metodo del limite e derivata.

6.01 Ponendo, nella (6.01), x=iz,

—|z k 52k
otteniamo: —= Y E, ('Z) - ZEZK&

l1+e k=0 k=0 (2k)!

L’ultimo membro della (6.08), per |z| > E , rappresenta una serie divergente,

¢ quindi, applicando, alla (6.08), I’integrazione di cui al punto 3.01, troviamo:

w 20 ¥ ™™ —X(L+i+2ki) — i =
b o =226 e dx = Z1+i(2k+1)

k>0 k>0

_ (D" (-D*(2k +1) _ .
_2§1+(2k+1) Z1+(2k+1) =2 Ea (2k)|.f 2%e7dz=) E, (-1

k>0 k>0 k>0
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Uguagliando le parti reali della predente relazione, otteniamo:

—1)k )
szzz E, (1) :Z = _ZE4K+2 :Z[Ezlk +|E4k+2|]

k>0 k>0 k>0 k>0 k>0

L’ultimo membro della (6.09) ¢ una serie divergente, rappresentata dal valore
della serie convergente del 1° membro.
Utilizzando un programma di matematica, abbiamo ottenuto, per il 1° membro
della (6.09), un valore pari a 0,851682.

Quindi: D [Ey *|Eso|] =0,851682

k>0

Ponendo nella (6.08), z :%,

k2K
otteniamo: ZEZK( Y I”Zk = — 2 = 2 :\/1_:\/5,
k>0 (2k)4 elz n e—lz 2 cos = 72
2
4k 72_4k+2 \/_
cioe: 12
§[ * (4k)l44k *|E “k+2|(4k+2)|44k+2]

La serie del 1° membro della (6.10) costituisce una serie, rappresentata da V2
Abbiamo verificata la (6.10) utilizzando un programma di matematica.

6.02 Riprendiamo la (6. 01)

k

i i - X
Sviluppando, abbiamo: kg X(1+2K) =

k>0 k>0 kl

Derivando, n volte, la (6.11), rispetto ad x, e ponendo dopo, x=0, otteniamo:

2> (D (-D)"(2k+1)" = E,
k>0
Per n=2m, dalla (6.12) ricaviamo:

2> (D" (2k+1)*" = E,,

k>0

Per n=2m-1, (m=1, 2, 3, ...), dalla (6.12) otteniamo:

> (-D*(2k+1)*™* =0, inquanto E,,, =0

k=0

Ponendo, nella (6.12), n=0, troviamo:

1-1+1-1+... =

N |-

Ritroviamo, ancora una volta, la (2.03)
Ponendo, nella (6.14), m=1, troviamo:
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(6.14)



k>0
Abbiamo, cosi, utilizzato le serie divergenti (2.05) e (2.03).
Moltiplicando i membri della (6.11), per e ™, p >0,

> (DM (2k+1D) =2(0-1+2-3+..) +(1-1+1-1+..) :—2%+% =0

kK o—px

abbiamo: 2> (-Dfe P = NE, Xe (6.15)

k>0 k=0 k!

Derivando, n volte, rispetto a X, i membri

della (6.15), tenendo presente quanto indicato in 4.00, 7° capoverso, e ponendo
dopo, x =0, ricaviamo:

li n , ,
22(_1)k(_1)n(2k+1+ p)n — lmoz%z(?j(xk)(l)(ePX)(nJ) - ZEK(EJ(_p)nk

k>0 X—>Uic Ko k>0
ciod 23 (-1 @k+1+p)'= Y Ek@(—nk (D)™ (6.16)
k>0 k>0
Per p=1, abbiamo:
23 (-1 2k +2)" :ZE{EJ(—DK (6.17)
k>0 k>0
Essendo E,, =0, dalla (6.17) ricaviamo:
S (D (k+1)"= 2IYE, || (6.18)
k=0 k=0 2k
Per n = 2m, dalla (6.18) abbiamo:
2
D (D) (k)P =12m - 22 4 3P -4 = 2‘2’“*1)ZE2{ m] (6.19)
k>1 k>0 2k

Tenendo presente la (4.27), troviamo:

2m
ZEZ{Zk j_o (6.20)

Abbiamo ottenuto la (6.20) utilizzando la (4.27) che € una serie divergente.
Per n=2m-1, dalla (6.18) ricaviamo:

2m-1
D DR = ZZmZEzk( ] (6.21)
k>1 k>0 2k
Tenendo presente la (4.28), troviamo:
2m _1 2m 2m
ZEZK = M B, (6.22)
k=0 2k 2m

Abbiamo ottenuto la (6.22) utilizzando la (4.28) che e una serie divergente.

6.03 Relazione tra i numeri di Eulero ed i numeri di Bernoulli
(E,, infunzione di B,)
1 1 2

E’ noto che: - =
e’ +1 e -1 e"-1

(6.23)
Moltiplicando ambo i membri della (6.23),
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per 2xe*, otteniamo: 2xe’ _ oxer  Axe (6.24)

e +1 e¥ -1 e¥-1
Tenendo presente le (6.11) e (4.03), ricaviamo:

2xe* x2kt 2xe 2X 4x)
2 L E —Z k( ) , —Z k(
e +1 & 7 (2Kk)! e* =0 =~ !
2k+1 k A X k A X
Pertanto: D Ene X = > B, (ZX) ¢ ->.B, (4X) © (6.25)
k>0 (Zk)l k>0 k>0

Derivando, (2n+1) volte, rispetto ad X, Ia precedente (6.25), e ponendo dopo, x =0,

K 2n+1, 2n +1
ricaviamo: (2n+1)E,, = ( 22):8 P - B, @ Z( J X)) (6.26)
e

k>0

Osserviamo che: 2xe = Zz (6.27)

Derivando, (2n+1) volte, rispetto ad X, i due membri della precedente, e ponendo

)<2n+1> —2(2n+1)>"(1+2k)*" =0, in quanto £ (—2n) =0
k>0

Quindi, dalla (6.26), tenendo presente quanto

I : -1 o 2n+1
indicato al punto 4.00, 7° capoverso, otteniamo: E,, = —ZBK4 (6.28)
2n+1e k
2n+1
ciog¢ E,, = Zsz 2"( J
La (6.28), in alcunl testl, viene indicata
nella seguente forma: E,, = _—1(1+ 4B)*", (6.29)
2n+1

con I’avvertenza di sostituire, nello sviluppo del 2° membro della (6.29), B* con B,
(vedasi Testo [4], pag. 1079, formula 9.635-3)

7.00 Sui numeri di Genocchi
(Angelo Genocchi, nato a Piacenza il 5 marzo 1817, morto a Torino il 7 marzo 1889)
Consideriamo la serie

=> G, (7.01)

e +1 =0
La (7.01) é una serie dove i coefficienti G, rappresentano i ben noti numeri di Genocchi.
I primi valori di G,, sono dati da:
G, =0,G, =16, =-1G, =1,G, =-3,G, =17,G,, =-155,G,, = 2073
Perm=1,2,3,..., G,,,,=0
I numeri di Genocchi G,,, sono legati ai numeri di Bernoulli dalla seguente formula:

G, =2(1-2"")B,, (7.02)
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percui: G,,>0, G, ,<0, (m=1,23,...)
( per la formula (7.02), vedasi Testo [10| , a pag. 49)
La (7.02) e facilmente dimostrabile.

2x _ 2x 2(2x)

Infatti: — = > Sviluppando, otteniamo:
ef+1 e'-1 e7 -
—X+Z o (2 )'
2X @2x)™" .
1— —_1 X+ B ;
. X xo" (2x)*"
ndi: G B,,—— | —2[1- B
e “m; 2”“(2m)' [ PPN (2m)!} =2 Ban oy
X2m
ciog, o B,,(1-2°") }
le i (2 )" LZ; ’ (2m)!

Uguagliando i coefficienti delle potenze di x con lo stesso grado, otteniamo facilmente
la (7.02). La serie (7.01) converge per X<z, e diverge per x>, e, quindi, applicando,

alla (7.01), I’integrazione di cui

al punto 3.01, troviamo: '[: ii(e 1d =>G, —'[ x"e ™ dx (7.03)
+ k=0

Calcolando I’integrale del 1° membro della (7.03), troviamo:

I: 2xe™* _I o 2Xe~ i dx _22( 1) J- xe kD y = ZZ( 1)

e*+1 = (k + 2)
2 —X 2
= 2—”—; cioé: I 2xe dx=2-"_ (7.04)
6 0 e*+1 6
Per il 2° membro della (7.03), troviamo:
72'2
>'G, =2-—,dacui > G, = 1—— (7.05)
k>0 6 k>1

2
I 1° membro della (7.05) definisce una serie divergente, rappresentata dal valore (1— %)

Ora, dalla (7.02), ricaviamo: > G, = 22 B, — > 2°™B,, (7.06)

m>1 m>1

Tenendo presente la (5.03), ed applicando la (3.04), ricaviamo:

2m+l _ 2m+l m1_-2m X" 1 _
Y 2B, = > 2P (-]) jmd ()j( 5 =

m>1 m>1 Slnh X 1+ (7)2
T
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o X 1 y y? 1
=8 2 dx = = > d
J’0 (sinh X 7% +4x? (x= 2) (smh y)z 7t +y?

2
Nell’Appendice B-punto 5.0) abbiamo calcolato 1’Integrale L = y !

(Slnh y)2 72' + y

applicando il teorema dei “Residui”, piu precisamente il 2° teorema integrale
di Cauchy, ed abbiamo ottenuto il seguente risultato:

2 2
L= y 1 dy =% 4
0 i Y2 4 Y? 2
(sinh 2)? y
2
Pertanto, dalla (7.06) abbiamo: Zsz =2) B, —(—

m>1

Tenendo presente la (7.05), dalla (7.08)

2
ricaviamo: 2> By, -(1——)+(——4): ?—3
m>1

2
da cui > B :%—

m>1

N W

che e perfettamente identica alla (5.02).

7 dy

(7.07)

(7.08)

(7.09)

La relazione (7.04) e I’integrale che figura nella (7.07) li abbiamo ottenuti utilizzando

serie divergenti.
Pertanto, e da ritenere valido, anche in questo caso, il procedimento seguito.

7.01 Ponendo, nella (7.01), x = iz, otteniamo: 2'2 _Z (IZ)
m>0
P 2m
ciod: cosz+12 |S|_nz =i zsinz  _ Z Zmz D" +iz
(cosz+1)° +(sin z) cosz+1 = (2m)!

Uguagliando le parti reali della (7.11), ricaviamo:

4m+2

zsinz 7°"(-1) z
- Z 2m - z 4m 4m+2
cosz+1l 55 (2m)! — (4 ) L (4m+2)I
4m+2

_Z 4m (4 Y Z| 4m+2|m

m>0 m>0

T . Tyam27_ T
Per z =—, otteniamo: m mi2| T =
) 2 G, (4 G Gl 2),( =S

La serie del 1° membro della (7.12), costituisce una serie, rappresentata da %

(7.10)

(7.11)

(7.12)

La (7.10), per z >, € una serie divergente, per cui, applicando, alla (7.10), I’integrazione
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di cui al punto 3.01, ricaviamo:

© , 2iz OR 2
Le d 2= G, I z"e*dz, da cui:

e m>0
0 p? 2iz —2(1+i+ik) — kl(l Ik)
jo - 1olz_zz( 1)jze dz = 2.;( ) i k) é( 1) o k)
_ k1 1-k?
S AT e 2
36, ] 27z =326, 0)" = G (D" #1=14 X(Gy ~Cuy ) ¥

Uguagliando le parti reali dei risultati delle due precedenti relazioni, otteniamo:

1+;(G4m am2) = ;( ) i k )2 ) da cui
Z(G4m+|G4m )= Z( ) o :) -1 =-0,236575 (7.13)

Abbiamo verificato che la parte immaginaria dell’integrale Jm e’ — z 1 dz é uguale ad i,

mentre la parte reale dello stesso integrale € uguale a (1 — 0,236575).

I 1° membro della (7.13 ) costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore -0,236575.

7.02 Sostituendo, nella (7.01), -x ad x, abbiamo: j— =>'G,

(7.14)
k=0
La (7.14), per x>, € una serie divergente, per cui, applicando, alla (7.14),
I’integrazione di cui al punto 3.01, troviamo:
Jme 2 x=>G, 1) I x"e™*dx, da cui
0 e +1 et
[e —2X dx= -2 (-1)" [ e~ Wdx = -2 (-1)* -
0 e +1 k>0 k>0 (1 k) 6
1) j x"edx = > G, (-)" = -1+>.G
2m
m>0 m>0 m>1
Uguagliando i risultati delle due precedenti relazioni, troviamo:
2
> Gp=1 (7.15)
m>1
Ritroviamo, cosi, la (7.05).
7.03 Sostituendo nella (7.01), x = py, con p>0,
otteniamo: 2Py (7.16)
e” 41 =
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Operando sui due membri della (7.16), abbiamo:
ky, k

2pyY (D P = g, B (7.47)

k>0 k=0 k!

Moltiplicando, per e*®®™ ambo i membri della (7.17), troviamo:
pk ykey(p_l)
2p) (-1 ye VP = X G T ——— (7.18)
k>0 k>0 k'
Derivando, n volte, rispetto ad y, i due membri della (7.18), ricaviamo:
ZpZ(—l)k Z[r,]}y“’[ey(“pk)](”” _ ZGk p_kZ(r?](yk)(i)[ey(pl)](ni) (7.19)
k>0 =0\ J k>0 kI =\

Ponendo, nella (7.19), y=0, e tenendo presente quanto precisato nel punto 4.00, 7° capoverso,

ricaviamo: Z(_l)k 1+ pk)"* = (_21)n1 sz pk(m(p _)k=
_(ED"(p-n™ ()™ (M) aynek
- 5 oo G P (ZkJ(p 1) (7.20)

Esamineremo vari casi:
a) Caso di n=2m (m=1, 2, 3, ...)
Ponendo, nella (7.20), n=2m, ricaviamo:

) _1)2m—1 1 2m 5

_1k 1 k 2m-1 :_(p _ G 2k _1 2m-2k 721
DACNEED > aom &GP [Zk}p ) (7.21)
Ponendo, nella (7.21), p=1, troviamo:

S Ak = () ke = - LG, = (2 —1)B,, (7.22)
k=0 k=1 4 2m

Ritroviamo, cosi, la (4.11b)
Dalla (7.21), per p=2, ricaviamo:

1 1 2m 1 1 2m
“DE@A+2k)M == NG, 2% =——+—5'B,, 2% ((2%* -1 7.23
g,( )" ( ) > SmE 2% (ZKJ > 4m§ 227 ( )(Zk] (7.23)

Poiche il 1° membro della (7.23) e uguale a zero, come risulta dalla (6.14), dalla

medesima (7.23), ricaviamo:

k>1

2
ZszZZK(ZLnJ = —4m (7.24)

La precedente relazione (7.24) consente di calcolare i numeri di Genocchi.
Nell’ultimo passaggio della (7.23) abbiamo utilizzato la (7.02).
Per m=1, dalla (7.23), ricaviamo:

1-3+5-7+... = —l+ﬂ1(3) =0 (7.24a)
2 46

b) Caso di n=2m+1
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Ponendo, nella (7.20), n = 2m+1, abbiamo:

—1)%" 1 2m+1 B
_1 k 1 k 2m = (p G 2k _l 2m+1-2k 725
2 (D" @+ ph) > 2nam D 0P [2k j(p ) (7.25)
Ponendo, nella (7.25), p=1, abbiamo:

DD A+K) = D (DK =0 (7.26)

k>0 k>1

Ritroviamo, cosi, la (4.11a)
Per p=2, dalla (7.25) ricaviamo:

2m+1
> (=Df@+2k)*" = l+;262k22" =
0 2 42m+1) = 2k
2m+1
i1 B, 2% (2% -1) (7.27)
2 2(2m+1) i 2k
Poiché il 1° membro della (7.27) € uguale a %EZm , come risulta dalla (6.13),
dalla medesima (7.27) ricaviamo:
[ 2m+1
D G2 = 2(2m+1)(E,, -1) (7.27.a)
=} 2K
La (7.27a) collega i numeri di Eulero con i numeri di Genocchi.
Nell’ultimo passaggio della (7.27) abbiamo utilizzato la (7.02).
7.04 Consideriamo I’espressione seguente:
X  2X _x 22x (7.28)
e*—-1le*+1 e -1
Ricordando la (4.03) e la (7.01), abbiamo:
Xk Xm 2h Xh+1
B, — G,—)=>B 7.29
(gkk!)(émm!) gh i (7.29)
Derivando, n+1 volte, rispetto a x, i due membri della (7.29), e ponendo dopo, x=0,
win+l
troviamo: Z(k jBkG“”k =B,2"(n+1), n>0. (7.30)
k=0
2 2m+1
Per n=2m, (m=1, 2,...), Z‘{k JBkG2m+lk =B, 22" (2m+1) (7.31)
k=0
_ n(2m+1 om
da cui (2m+1)BG,, + . ok B, Gomirok = By 2°™(2M+1) (7.32)
k=0

Poiche G, ., =0, la precedente relazione (7.32), si riduce a:
(2m+1)B,G,,, + (2m+1)B, G, =B, 2°"(2m+1)

da cui —%Gm + B, =B, 2°"

ciog: G,, =2(1-2°")B,,,

Ritroviamo, cosi, la (7.02)

Osserviamo che la precedente relazione € valida anche per m=0

Per n=2m-1, dalla (7.30) ricaviamo:
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2m 2m o
Z(k JBkGZm_ﬁBZm_lzz '(2m) (7.39)
k=0

Per m>1, abbiamo:

m 2m
Z ok BZkGZm—Zk =0 (7.34)
k=0

La (7.34) rappresenta un’altra relazione che lega i numeri di Genocchi ai numeri
di Bernoulli

8.00  Suinumeri di Catalan
(Eugene Charles Catalan, nato a Bruges, Belgio, nel 1814,
morto a Liegi nel 1894)

2k
Consideriamo la serie Zﬂ e (8.01)
= k+1lk

La serie (8.01) & una serie convergente per |X| < % ed & divergente per |X| > % .

| valori assoluti dei coefficienti delle potenze della serie (8.01) rappresentano i ben
noti numeri di Catalan, di cui i primi valori, per k=0,1,2,3,...,
sono dati da: 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, ...

Dalla (8.01), ricaviamo:

(-D*(2k) « _ < (D" T(k+1) K _
2, k+1(k jx = Tk kD

(1) o T(k+ )r(k+1) L1 JCTReC)
~y 11 F(k+1)F(k+1) - JZF(E) & T(k+2)
2

=23 (4% [t B - t)2 “dt (8.02)
=23 ayx [

7T k>0

Applicando la (3.04) alla (8.02), ricaviamo:

1

5 (2K jtz _?_1 d=q=Yy= 20 @
= k+1lk +4xt 1+y 01+y1+y+4xy

1

6 - e
—_I y 1 1+4x dy _2 1 2(sin )_1+21+4XJ- y? dy
1+y 1+y+4xy —4x 7 —4x —4x % 1+y(1+4x)
1 21+4x .o AN1+4x-1 .
— z(sin=)" = ———, cioe:

—2x T 4X \/1+4 2 2X

—1D*( 2k N —
Zﬂ xk = Vi+4x-1 (8.03)
= k+1{k 2X
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7—1

Ricordiamo che: I y—dy 7z(sin )
01+ y
Pertanto, la serie (8.01), per 4x>1, e una serie divergente, rappresentata da —1+24X_1
X
. - T . . 4n-2
Per i numeri di Catalan , € valida la relazione ricorrente C, = 1 C,yy n=2
n-+
n-1
La relazione C, = chcn—k e dovuta al matematico Segner.
k=1
I numeri di Catalan risolvono molti problemi di matematica discreta.
“1%(2k _
Dalla (8.03), per x=1, abbiamo: Z( L) = @ (8.03a)
= k+1(k 2
. o . B-1
Il 1° membro della (8.03a) costituisce una serie divergente, rappresentata da: 5

Il valore

-1 . : . _
rappresenta la sezione aurea di un segmento di lunghezza unitaria.

Moltiplicando, per x, ambo i membri della (8.03), e derivando rispetto ad x, otteniamo:

1
%( 1)( J T (8.04)

Ora, il 1° membro della (8.04), per 4x> 1, costituisce una serie divergente,
per cui., applicando, alla (8.04), I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

2k o - . dx -1)* 2 <2k+3> .
—1)k x“e™Xdx =| e = _Tyed[XT . cioé
;‘( ) k IO L N1+ 4x [ é k+3
2k (2k) 1 (-1)* 2 (2k+3)
(-1~ (D= - (8.05)
Z k ch; 2 ; | 2k 3

k>0

Il 1° membro della (8.05) costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore
dell’ultimo membro della (8.05), che ¢ uguale a:  0,545641.

dx
V1+4x

Il calcolo dell’integrale M = J.: e I’abbiamo riportato nell’ Appendice B, punto 5.1).

9.00 Sui numeri di Stirling di seconda specie.
(James Stirling, scozzese, nato a Garden (Stirlingshire) nel 1692,
morto a Edimburgo il 5 dicembre 1770)
Il numero di Stirling di seconda specie, S(n.k), rappresenta il numero di raggruppamenti

di n oggetti distinti in esattamente k gruppi (vedasi Testo [11] a pag. 79).
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X _1\k
Essi derivano dalla serie: % = ZS(n, k)X— (9.01)

n
n>k n!
Derivando, n volte, rispetto a x, e ponendo

x vk
dopo, x=0, troviamo: S(nk) = {(e k_'l) }

x=0
dove con S(n,k) vengono indicati i numeri di Stirling di seconda specie.
Per ogni Kk intero non negativo, n>Kk, detti numeri sono tutti numeri interi positivi.
I primi numeri S(n.k) sono forniti dalla tabella seguente, che costituisce il Triangolo
di Stirling di seconda specie:
1
11
1 31
17 6 1

1152510 1
131906515 1

9.01 Sostituendo, nella (9.01), -x ad x,

-X _1\k v\
abbiamo: E D _ g,k X (9.02)
k! — n!
Per x>1, la serie al 2° membro della (9.02) é divergente, per cui, applicando,

alla (9.02), I’integrazione di cui

al punto 3.01, otteniamo: r e de :ZS(n k)ﬂj‘w x"e " dx (9.03)
o ' 0 k! il nl o '
-X _n\k (e~ % _ k
Operando sui due membri della (9.03), ricaviamo: _[0 e‘x%dx = _.[) %e‘x =

o Py=D (=D (D
=(e=y) == [y T TRk (kD)

>-s(n, k)(_n—ll)nf x"e~*dx = > S(n,k)(-1)"

Uguagliando i risultati delle due ultime

.. . . . n o— (_1)k
relazioni, ricaviamo: nZZk:S(n,k)(—l) = ke (9.04)

Per k=1, troviamo: ) S(n1)(-1)" :_%
n=1

Poiché S(n,1) = 1 per qualsiasi n intero positivo, dalla precedente

: . - 1
relazione, ancora una volta, otteniamo la (2.03), cioe: 1-1+1-1+...= >
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La serie indicata al 1° membro della (9.04), per ogni valore di k intero positivo,
costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore del 2° membro della medesima
(9.04), che dipende solamente da k. Osserviamo che S(n,0)=0, S(0,0)=1.

9.02 Ponendo, nella (9.01), x=iz,
otteniamo: Q = 8(n,k)~— ('Z) (9.05)

n>k

La serie del 2° membro della (9.05), per z>1, e divergente, e qumdl, applicando, alla (9.05),
I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

J; Y — (" X -1 dz = ZS(n k)~~~ 0l j z"e*dz

Operando sui due membri della precedente relazione, ricaviamo:

- (e" —1) K iz g _ o (-1 (G
Lo o U(Me dzjz Ulu

j=0 !

o< (1)j £ (-D)" D!
_Z ! Ulﬂ ,Zf; k! Ulﬂ

DS k)(@)" = D.S@n, k()" -i>_s@2n-1Lk)(-1)"

n>k n>k n>k

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie delle due precedenti relazioni, abbiamo:

> snioey = E Z( Jifi’ (9.06)
3S5(2n-1k)(-1)" = Z( = Ujli?l (9.07)

I primi membri delle (9.06) e (9.07 ) costituiscono, per ogni Kk intero positivo, serie
divergenti, rappresentate, rispettivamente, dal valore finito dei secondi membri delle
predette (9.06) e (9.07).

Per k=1, essendo S(2n,1) =1, e S(2n-1,1) =1,

dalle (9.06) e (9.07) ricaviamo: 1-1+1-1+..==

Ritroviamo, cosi, ancora una volta, la (2.03).

10.00  Sui numeri di Stirling di prima specie.
Il numero di Stirling di prima specie, o numero dei cicli di Stirling, s(n,k),
rappresenta il numero di permutazioni di n oggetti che hanno esattamente k cicli
(vedasi Testo [11] a pag. 80).

w - Zs(n,k)x?: (10.01)

n>k

Essi derivano dalla serie:
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dove con s(n,k) vengono indicati i numeri di Stirling
di prima specie. Derivando, n volte, rispetto ad X, ambo i membri

[In*a+x)[",

della (10.01), e ponendo dopo, x=0, abbiamo: s(n,k) = o

_ ()™

Per k=1, troviamo: s(n,1) = |@+x)*[",
(1) = [+ =

= (D" *(n-1)! (10.02)

| primi numeri de Stirling di prima specie sono forniti dalla tabella seguente, che rappresenta
Il Triangolo di Stirling di prima specie:

1

-1 01

2 31
-6 11 6 1

24 -50 35 -10 1
Per ogni k intero positivo, i valori di s(n,k), n>k, sono numeri interi a segni alterni.
Per x>1, la serie al 2° membro della (10.01) risulta divergente, per cui, applicando,

alla (10.01), I’integrazione di cui

al punto 3.01, abbiamo: I e w Zs(n k)— .[ x"e”*dx ,
- n>k
N _ , [In@+ x)]
da cui ricaviamo: nZk:s(n k) = J' T (10.03)

Ponendo , nell’integrale indicato nel 2° membro della (10.03), 1+x = ¢”, otteniamo:

= [In@+x)[f 1o o o 2 a2y o
Le [In@-+xJ" dx:ﬁj0 ye @ DeYdy == Z( )" J‘Oy"eyh Ve Vdy =

k! 1

- Y B yyeray == 25y L3 O

h>0 V>O h>0

_ez( D’ > (h+ 2)( ) ciog:

h>0 - v>0

'EO [In(1+x) dx = Z( D" Z(h 2)( ] bertanto:

h>0 - v=0
K+v
3 s(n.k) = ez( D' (he 2y [ J (10.04)
n>k h>0 - v>0
La serie indicata al 1° membro della (10.04) costituisce, per ogni k intero positivo,
una serie divergente, rappresentata dal valore finito del 2° membro.

[In(+x)[*
|

L’integrale '[0 e dx lo possiamo calcolare anche nel modo seguente:
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X [ln(1+x)]k _1 lim « = £ Xy — N —
Le de = ﬁg—)OD‘g L(1+x) e dx = (1+x=y) =

1 ime e vea gy LM S e o L eayHigy] =
= e 5o L e dy‘ﬁHon L], (e 2dy—[ e dy] =
e lim (-1 1 Kkl (=1)™*
== D[ (e +1 — @
e >oDr LETD- hz;‘ h g+h+1] [ @)= Ehi(h pe]
. _ (k) 1( 1)
Quindi: > s(nk) = [F DI+ (D ed = R (10.05)
n>k h>1
I 2° membro della (10.05) rappresenta una formula che ci indica, in modo piu
evidente, che essa fornisce, per ogni K intero positivo, un valore finito.
Per k=1, dalla (10.05) ricaviamo:
(-1 (-1
1) =e[l"(L
S s = er@- 3 = ety 30
Tenendo presente la (3.08), rileviamo che: Zs(n 1) Z( 1) k!
k>0
Confrontando la (10.04) con la (10.05), otteniamo:
k 1\ h+k
rog -k E s w2 OO (10.06)
h>0 h v>0 k h>1 h' h

Nell’ Appendice B, punto 7.0), abbiamo indicato un modo per calcolare il valore diT'® (1),

utilizzando la formula seguente:

rog = " rarawaealt s g(k-_lj””(lw)‘lﬂ“”(1+s),
c—0

e—>03\ ]

dove  T'(l+&)=T(+e)¥(+e), e P(i+e)=[ tt—_lldt—y
Dalla (10.02), otteniamo:

ZS(n D=> (-1 "ni= j e In(1+x)dx = -e (y + 2 - 1& ) = 0,596347 (10.07)
n>0 .
La serie indicata al 1° membro della (10.07) costituisce una serie divergente,
rappresentata dall’integrale che figura nel 3° membro della (10.07), il cui valore ¢ 0,596347,
come si rileva dalla (3.08).
Per k=0, dalla (10.06)
abbiamo: Z( D' (he 2y —Z( D' s (h+2)" j tetdt =

h>0 - v=0 h>0 - v>0

_z( j ete! At = J. eledt=e™

h>0
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1(D" D™ 4
gy & o © Y

Sommando i risultati della ultime due relazioni, otteniamo il risultato finale
che e uguale ad 1, come era da aspettarsi.

10.01  Ponendo, nella (10.01), k=1, x =iz,

otteniamo: In(1+iz) = s(n1) (ign , Cioé
n>1 .
EIn(1+ z?)+iarctanz = > s(2n1)(-1)" il —iZs(Zn—ll)(—l)“i
2 e (2n) & ’ (2n-1)
Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie della precedente relazione , ricaviamo:
Zs(Zn,l)(—l)” i = 1In(1+ z%) (10.08)
= (2n) 2
ZZn—l
g‘s(Zn -1)(-D"* on 1y = arctan z (10.09)

Per z>1, le serie indicate al 1° membro delle (10.08) e (10.09) sono serie divergenti,
per cui, applicando, alle predette relazioni, ’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

S s@n)(-1)" = % [ eI %)z (10.10)
D s(2n-11)(-)"= J.O e arctan zdz (10.11)

n>1
Sviluppando i calcoli degli integrali delle due relazioni precedenti, abbiamo;

1 _rzet _
5 jo e In(1+z?)dz = jo L0 > (-1)* (2k +1)! = 0,343378

k>0
[ e arctan zdz = j:l‘dez = é(—l)"(Zk)! = 0,62145
Dalle relazioni precedenti si evince, chiaramente, che le serie indicate nei primi membri
delle (10.10) e (10.11) sono serie divergenti, rappresentate, rispettivamente, dagli integrali
indicati nei secondi membri delle medesime relazioni, i cui valori numerici sono,
rispettivamente, 0,343378 e 0,62145.

11.00  Sui numeri di Bell (Eric Temple Bell, nato a Peterhead, Aberdeen, Scozia,
il 07.02.1883, morto a Watsonville, California, il 21.12.1960).
Il numero di Bell rappresenta il numero totale dei modi di disporre n oggetti in gruppi
(vedasi Testo [11] a pag. 80).
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n

- . . X_ X
| numeri di Bell derivano dalla serie et = an—'
n!
n>0

dove i numeri b, indicano i numeri di Bell. I primi valori dei numeri di Bell,

pern=1,2,3,..., sono dati da: 1, 2, 5, 15, 52, 203, 877, 4140, 21147, 115975, ...

I numeri b, sono tutti interi positivi, e definiti dalle relazioni seguenti:

n n n
I Y RS LT

k=0
(vedasi Testo [10], a pag. 210).

kx n
Dalla (11.01), ricaviamo: e‘lze = anx—

oo K! o N

Derivando, n volte, rispetto ad X, i due membri della relazione precedente, e ponendo

dopo, x=0, otteniamo: b, = e—lzﬁ
k>0 ™=

(formula di Dobinski)

11.01)

(11.02)

Alcuni testi indicano i numeri di Bell con la lettera B. Altri testi li indicano con la lettera b.

Noi abbiamo preferito indicarli con la lettera b per distinguerli dai numeri di Bernoulli

che, generalmente, vengono indicati con la lettera B.

11.01 Sostituendo nella serie (11.01), -x ad X,

troviamo la relazione: e® = > (-1, X—|
n=0 n
La serie (11.01) converge per |x| <1, e diverge per|x| >1, per cui, applicando,
alla (11.01), P’integrazione di cui al
. 00 —-X 1 0
. e -1,4-X — n no—X
punto 3.01, abbiamo: IO e’ “edx = Z(—l) b”ﬁ.[o x"e dx

n>0

Dal 1° membro della

H H . © e X1 -x - _pt © e X _ X =\ =__ a1 0 y —1_a1l
(11.04), ricaviamo: Le e"dx = —e Le de™ =(e*=y)=-e Le dy =1-e

o H n 1 *© nA—X —_ n -
Dal 2° membro della (11.04), otteniamo > "(-1) b”ﬁj; x"edx=>"(-1)"b, ;

n=0 n>0

quindi: > ()", =1-e

n>0

La serie indicata al 1° membro della (11.05) e, chiaramente, una serie divergente,

ma & rappresentata dal valore 1—e™

Dal 1° membro della (11.05), ricaviamo: ' (-D)"b, = 1+ (b,, —b,, )
nx1

n>0

da cui D (b, —by ) = —e

n>1

38

(11.03)

(11.04)

(11.05)

(11.06)



Il 1° membro della (11.06), costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore (—e™).

11.02 Ponendo, nella (11.01),
ikz

— : . et _ AN E (iz)"
= iz, troviamo: e'e® = e ; 0 gb” o (11.07)

La serie indicata nell’ultimo membro della (11.07), per z>1, ¢ divergente, per cui, applicando,
alla (11.07), l’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

‘12 J.e‘ze'kzdz ij. Y (IZ) dz , da cui

k>0 n>0
11+ik
—1 e—zelkzdz —_ e—l - = —1 =
kZ;' I k>0k11 g;‘kluk?
1 1 . 1 k
—et) = +iety = — 11.08
;kllJrk2 S kl1+k? ( )
, (iz _
gbj e ) ~ 4z = gb 0% ;mn( -1)" —|Zb2“( 1" (11.09)

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie degli ultimi membri delle relazioni
(11.08) e (11.09), otteniamo:

D by ()" = et 11 - (11.10)
n>0 oo K11+k
1 k
b )" =-e") — ; 11.11
2 D a () 2 T (11.11)
. n 1 1
Cloe. zbZn D" = Zb4n Zb4n+2 _1+Zb4n ZbAn 2~ T 2
n>0 n>0 n>0 n>1 k>0 kl 1+ k
ZbZn—l (_1)n =-1+ Zb4n—l - Zb4n+l =—e" EL )
n>1 n>1 n>1 oo K11+ k?
da cui: Dby =Y by, = e-lzii—l =-0,40427
n>1 " n>1 " k>0 kll+ k2
1 kK
b b, , =e*» ———-1=-0,7198;
nZ>1: an+1 z an1 ST+ K2
cioé: b, —b, +b; —b, +...=-0,40427 (11.12)
b, —b, +by —b, +...=-0,7198 (11.13)

Pertanto i primi membri delle (11.12) e (11.13) sono serie divergenti, rappresentate,
rispettivamente, dai valori —0,40427 e —0,7198.

12.00  Sui numeri complementari di Bell
I numeri complentari di Bell derivano
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dalla serie e =Y b,

dove E rappresentano i numeri complementari di Bell.

La (12.01) e una serie a segni alterni, ma non regolari. | primi valori dei numeri
complementari di Bell sono dati da:

— - - 1o 1. 2. 3
b,=1Lb =-1b,==,b,==,b,=——,b. =
o 2370 4 57 2
Dalla (12.01) ricaviamo: D (D (e 1) anx—|
k=0 o M

Derivando, n volte, rispetto ad X, la precedente relazione, e ponendo dopo, x=0,

otteniamo la seguente relazione: b, = > (-1)*S(n,k)

Per x>1, la serie al secondo membro della (12.01) costituisce una serie divergente, e

quindi, applicando, alla (12.01), I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

(12.01)

(12.02)

[eredx= (" =1+y)=| —e’ydy:—fe’ydiz 1—J':;dy

1+y
Ricordando la (3.07), troviamo:
—X e* (
e*e ™ dx =1+¢ y+
[ ez
>'b, —J' x"e™dx= > b,
n>0 n>0
Pertanto: b, = |:]/+Z( )} —0,596347
n>1 k>1 -

La serie del 1° membro della (12.05) costituisce una serie divergente, rappresentata

dal valore del 2° membro della (12.05), che e ugualea —0,596347.
o D 1)
Dalla (12.01) ricaviamo: Z an

Derivando, n volte, rispetto a x, ambo i membri

_ Nk n
della (12.06), e ponendo dopo, x=0, troviamo: Z( 'k

n
k=0 k!

12.01 Sostituendo nella (12.01), -x ad x, troviamo: e @ = an

n>0

Per x>1, la serie del 2° membro della (12.08) costituisce una serie divergente ,

per cui, applicando, alla (12.08), I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:
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j e Pdx = > by 1) I x"e *dx (12.09)

n=0

Calcolando gli integrali dei due membri della (12.09), troviamo:

J-:e’xe’(efx’l)dx = —J:oee‘efxde’X =" =y) = —e_floe‘ydy =e-1

> by 1) j x"e*dx = > ba(-1)"

n>0 n>0

Sostituendo il risultato delle due precedenti relazioni

nella (12.09), abbiamo: >ba(-1)" = e-1, (12.10)
n>0
ciod 1+> b2 =Y b2ns = e—1, dacui
n>1 n>1
Z(bZn 2n 1) =e-2 (1211)

La serie indicata al 1° membro della (12.10), e una serie divergente, rappresentata da (e —1).
E’ evidente che anche il 1° membro della (12.11), fornisce una serie divergente,

rappresentata dal valore (e —2).

12.02 Ponendo nella (12.01), x=iz, abbiamo: e *=%"b, ()" bp=1b=-1,  (12.12)

n>0 n!
Per z>1, la serie del 2° membro della (12.12), rappresenta una serie divergente, per cui,
applicando, alla (12.12), I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

I ee @ Vdz = Y b, o '[ z"e7dz (12.13)
n=0
Calcolando gli integrali che figurano nella (12.13), ricaviamo:

L‘”efzef(e“fl)dz — ez( 1) J e—z(l |k)dZ_ ez( 1') 1

k=0 K: 1-ik

(D1 < (-D¢ K
ey 17 = 4y 1L
2 e P e

k>0 k>0

an() J- z"e*dz = Zb (" —ZbZn( n" +IZb2n+1( n"

n>0 n>0 n>0 n>0

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie delle due precedenti relazioni, troviamo:

_.vED 1
ZbZn( 1) ez ' 1+ K2

n>0 k>0

_ . k
D bana(-1)"= Z( MEEETE

n>0 k>0

cioe > ban me 2 = ez( % 1k2 ~1=10,59155 ; (12.14)
+

n>1 k>0
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k

_ = - = L
Zb2n+1( 1) = szn_l( 1 +Zb4n+l Zb4n—1 ez ' 1+ K2

n>0 n>1 k>0

D" kk2 +1=0,07144.  (12.15)

Da quest’ultima relazione, ricaviamo: Z(b st —Dar 1) =€ Z( "
n>1 k=0

Chiaramente, i primi membri delle (12.14) e (12.15) sono serie divergenti,
rappresentate, rispettivamente, dai valori 0,59155 e 0,07144.

13.00 Consideriamo la serie: - X _ - C_nx— (13.01)
e® - -1 n>0 n!
| primi valori di C, sono dati da:C, =1,C, =-1,C, :1,0_3 Ll :i’—5:11€6:_5_9
3 4, 15 6 84
La (13.01) e suscettibile di essere trasformata in:
X X — X"
- = B, — B, C,— (13.02)
S —le* 1 LZ(; }LZ; } zo n!

Derivando, n volte, rispetto ad x, gli ultimi due membri della (13.02),
e ponendo dopo, x=0, ricaviamo:

C, = Z(JB ZB S(n-j,h), n>0, (13.03)
j=0
essendo, come e noto, B;,e, B, i numeri di Bernoulli, e, S(n-j,h) i numeri

di Stirling di seconda specie.
Per x>1, la serie che figura nell’ultimo membro della (13.02) ¢ divergente, per cui,

applicando, alla (13.02), I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

[ ax= (e =1+y) = [ nd+y) & _ 4420552
Cet -1 =1 (1+y)
>c, I x"e”dx = Y 'C,
n>0 n>0
Uguagliando i risultati delle precedenti due relazioni, abbiamo: Zc_n =0,420552. (13.04)

n>0
La serie che figura al 1° membro della (13.04) costituisce una serie divergente,
rappresentata dal valore 0,420552, indicato nel 2° membro della predetta (13.04).

13.01 Sostituendo nella (13.01), -x ad X, ricaviamo: e = z_( X)’ (13.05)

n>0
Per x>1, la serie del 2° membro della (13.05) e divergente, per cui, applicando,
alla (13.05), I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:
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X —X —X 1In(l y) —k
e dx = (1-e" = = ———"dy =2,20612
e U e AN %h'(h

S¢, 1) jxe’xdx—ZC(l)

Uguagliando i risultati delle due ultime relazioni, otteniamo: Zc_n(—l)“ =2,20672. (13.06)

n>0

I 1° membro della (13.06) costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore 2,20672.

13.02 Ponendo nella (13.01), x = iz, ricaviamo:

Z_ ('Z) (13.07)

n>0
Per z>1, la serie del 2° membro della (13.07), costituisce una serie divergente, per cui,

applicando, alla (13.07), I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

I:e’ ee'z o dz =>C, ®" j z"e ’dz

n=0

o _ B |In(1 y) dy
L dz l-e?=vy) I( 0Ty
=i — '”Y —dy = 0,750489 - 1,082343 | (13.08)
0 geosiny-isininy-1 _ 1
(') j z"edz = D C,(i)" = Y. Cpn(-1)" —|2c2n1( " (13.09)
n>0 n>0 n>0

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie dei risultati delle relazioni (13.08)

e (13.09), troviamo: > C,,(-1)" = 0,750489 (13.10)

n=0

> Cypa(-1)"=1,082343 (13.11)

n>1
I primi membri delle (13.10) e (13.11) costituiscono serie divergenti, rappresentate,
rispettivamente, dai valori 0,750489 e 1,082343

14.00 Consideriamo la serie:

D (=D (nx)* = L (14.01)
>0 1+Inx
11 2° membro della (14.01) I’abbiamo ottenuto applicando la (3.04).
I1 1° membro della (14.01) e una serie convergente per 1< x <e, e divergente perx>e,
per cui, moltiplicando, per e, ambo i membri della (14.01), ed integrando, rispetto ad X,
tra i limiti uno ed infinito, troviamo una nuova serie divergente, definita da:
o @ dX
g(;( 1)k j (Inx)“e*dx = -[11+Inx (14.02)

Operando sulla serie del 1° membro della (14.02), otteniamo:
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kK 4—X (k) -X
(- 1)j(|nx)e dx = 0 Z( 1)*D! jxe dx = (x=1+y) =

k>0 k>0

- g—)OkZ:( 1)*D® j L+ y)edy (14.03)

Calcoliamo I’integrale che figura nell’ ult1m0 membro della (14.03).

[ @+ yyerdy = z‘ j(1+y)fy dy:(y:%Z):

_Z( J‘O (1 — Z( J'( )—g—h—Z(Z)hdZ -

h=0 (1 Z) h=0
Z( D" Th+DI'(~e—h-1) _ Z( )hr(1+g) 1 Vs
= h I'(-¢) =0 =7 T(@2+h+e¢) (sinz)(- l)
sin ze
-y e e 1 (14.04)
I (2+h+e¢) s L+h+e&)h+e&)..1+¢)
h+1
Sappiamo che: ! => ! ~ = (r=s+1)=
A+h+e)h+¢)..A+e) F(r+e)(h+1-)I(-D)"(r-1!
Z( (M1 (14.05)
~ h! ks s+l+¢
Tenendo presente i risultati delle (14.03), (14.04) e (14.05), ricaviamo:
D (D" J (Inx)*e ™ dx = —e™ Z( 1) Zz( [ ]F(k+1)( +1l+e)(-Dk =
k>0 Ol h>0 5=0 s) T'Q)
; (-1)° ( ] 1
—e ) k! (14.06)
2y S e
1l valore dell’integrale che figura nel 2° membro della (14.02) e uguale a 0,245857.
Abbiamo ciog: [ X _ 0245857
1 1+Inx
Tenendo presente la (14.06),
troviamo: Zk'zz( 0} L — = —e(0,245857) = —0,668307 (14.07)
oo hoso NI (5 +1)*"

La serie multipla indicata nel 1° membro della (14.07) definisce una serie divergente,
rappresentata dal valore numerico uguale a —0,668307 .

14.01 Consideriamo la serie:
1
D (Inx)* = ———— 14.08
g;,( )" (Inx) T+ (%) (14.08)
11 2° membro della (14.08) 1’abbiamo ottenuto applicando la (3.04).
11 1° membro della (14.08) & una serie che converge per e < x < e, e diverge per
O<x<e™, eper x=>e. Pertanto, applicando alla (14.08) I’integrale di cui al punto 3.01,
otteniamo una nuova serie divergente, definita da:
o dx
1 Inx)*e™dx = | e ——— 14.09
2 ) [ (Inx) [e I’ (14.09)
Operando sui due membri della (14.09), troviamo:
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S0 noteac= M Sy o o= (T

k>0 € k>0 k=0
[[e %~ 0608816
0 1+ (Inx)
Uguagliando il risultato della (14.10) con quello della (14.11), otteniamo:

> (-Dfre@ = 0,608816
k>0
Nell’ Allegato B, punto 7), abbiamo riportato un procedimento per il

calcolo di T'™ (1).

q-1

14.02 Moltiplicando, per X ,
1+x

0<Re(g)<1, ambo i membri della (14.08),

ed integrando, rispetto ad x, tra i limiti zero ed infinito, otteniamo un’altra
serie divergente, definita da:

S [ g [ Ao

= 1+ x 1+ (Inx)?

Operando, abbiamO'

>0 ] S = S D [ = D (),

k>0 k>0 k>0 Snﬂq
J- Xt dx e')= J- e¥
01+ x1+(Inx)? =1+e’ 1+12°

Il calcolo dell’integrale indicato nel 2° membro della (14.15), I’abbiamo
riportato nell’ Appendice B, punto 8), ed abbiamo ottenuto:

1
[ ¢z, < sinlmh+)] +£C°5(2‘Q)+
~l+e? 1+72° S r'(h+1)* -1 2 1
COS —
2
A
. cos[q(2h+1)] iz sm(E—q)
+2ir > Lz 2 -
h>0 T (2h+1) -1 2 COSE
Uguagliando il risultato della (14.14) con quello della (14.16), troviamo:
1
. cos(=-q)
> DD (T =—2ry TIEE 22—,
k=0 o7 (2h+1)° -1 2 COSl
sm(1 q)

+2iﬂzcos[zzq(Zthl)] iz
S r2h+1)? -1 2

La (14.17) é una relazione molto suggestiva.
Sviluppando il 1° membro della (14.17), otteniamo:

Z( 1) D(2k)( ) Z( 1) D(Zk)(ZﬂIZG |7zq(2h+1))_ 2m2n2k2(2h+1)2ke im(2h+1) —

k>0 k>0 h>0 k>0 h=>0
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(14.11)

(14.12)

(14.13)

(14.14)

(14.15)

(14.16)

(14.17)



=273 7% Y (2h +1)*{cos[xq(2h +1)] — isin[z(2h + D]} =

k>0 h>0
=27) 7% (2h+)* sin[zq(2h + )] +27 Y 7% (2h +1)* cos[z(2h +1)] (14.18)
k>0 h>0 k>0 h>0

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie tra I’ultimo membro della relazione
precedente (14.18) ed il 2° membro della (14.17), troviamo:

1
COS(— —
(2 a)

. in[(2h+1)] 1
&NV 2h + D) sin[zg(2h +D)]=— sin[zq( + =
;E ;( ) [7q( )] §ﬁ2(2h+1)2—1 2 cosl

(14.17a)

1
sin(=—q)
2h+1)] 1 2
%S (2h+1)* cos[g(2h + 1] = 37 LA -=
2

(14.18a)

Perq= % , abbiamo, come & noto, sin[zq(2h+1)]=(-1)", e, cos[zq(2h+1)]=0.

Pertanto, dalla (14.17a), ricaviamo:

1

ZﬂZKZ(—l)h[(2h+1)2k] — _Z (_1)

+ l =0,180758, (14.17b)
k>0 h>0 h>0 71'2 (2h + 1)2 -1 4 1

COS —

mentre il 1° ed il 2° membro della (14.18a) sono nulli.
Dalla (14.17), invece, otteniamo:

DD () =—22) D)’ +% 1 I =1,135737 (14.18b)

q =0,5
COS —
2

o0 sin 7 =’ (2h+1)% -1

Le serie indicate al 1° membro delle (14.17b) e (14.18b) sono serie divergenti,
rappresentate, rispettivamente, dai valori numerici 0,180758, e, 1,135737.

14.03 Riprendiamo la (14.08)
1
D¥(Inx)* = ——— 14.19
;( )" (Inx) T+ (%)’ (14.19)
g-1

Moltiplicando, per X—, ambo i membri della (14.08), ed integrando,
@+x)A+Inx)

rispetto ad x, tra i limiti zero ed infinito, otteniamo un’altra serie divergente, definita da:
x4 oo X9 dx

> D [ ——————dx = | ;

= (1+ X)@+In x) O 1+ x)A+Inx)1+(InX)

Ponendo x=e*, nel 1° membro della (14.20), otteniamo:

(14.20)

x4t _ peo___ X~ x*
2" I (In (1+ x)(L+ In x) = 2D I (1+X)(1+|n><)

k>0 k>0
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(2k)
= 20D e (1+ e )(1+ z)OI

k>0
L’integrale indicato nell’ultimo membro della (14.21), I’abbiamo calcolato
nell’ Appendice B, punto 9), utilizzando il 2° teorema integrale di Cauchy,
ed abbiamo ottenuto il seguente risultato:
inq(2h+1) ) el—q

quz;dz— mZ e. +ir
= (A+e*)A+2) o 1l+iz(2h+1) e+l

Sostituendo la precedente nella (14.21), ricaviamo:
N

2 dx = (2k) 7=
z( D I (In (1+x)(1+|n x) z( "D J.— @+e’ )(1+ z)

k>0 k>0

_ 2% (2h+1)*
—Zﬂg;/z h;.:“ﬂ T 1)2L3|n[7zq(2h+1)] z(2h+1) cos[zq(2h +1)]] +

=27y 7%y (2h+1™ 7 (2h +1)sin[zq(2h +1)]+ cos[zq(2h + D]] +ix e
= =l+7i(2h+ 1)2l e+1’

ponendo, x=e*, nell’ultimo membro della (14.20), ricaviamo:
J-oo X9t dx  _ J-oo e 1 dz
0 L+ xX)A+Inx)1+(Inx)*> =1+’ 1+z1+72°
L’integrale indicato al 2° membro della (14.24) 1’abbiamo calcolato nell’ Appendice
B, punto 10), utilizzando il 2° teorema integrale di Cauchy, ed abbiamo ottenuto:
ro e™” 1 _or ZS|n[7zq(2k +1)] - 7(2k +1) cos[q(2k +1)]
»1+e’ 1+z1+12° k0 1-7*(2k +1)*

.7 cos(E -0) —jin(2 ) 2Ry cos[q(2k +1)] + 7(2k +sin[zq(2k +1)] iz e

Ny

1 .1
iz cos(E -q) +sm(E -q)

4

cos(;)

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie dei secondi membri
delle (14.23) e (14.25), otteniamo:

2% @h+? i )
27%;: ; 1o (2h+1)2LSIn[ﬂq(2h +1)]- z(2h +1) cos[zq(2h +1)]] =

1 1
_ oy Sinlma(@k + 1] - w(2k + Yoos[m(2k +3] , cos(;, ~a) —sin(; -a)

k>0 1-x (2k+1) 4 COS(;)

-2y 7™ (2h+1 [7(2h +1)sin[zq(2h + )]+ cos[zq(2h + D] + 7 e _
k=0 r1zo:|-+772(2h+]-)2L e+l

cos(>) k>0 2k +1)* -1 2 e+1

1 1
“2:Y cos[z(2k + D] + #(2k +Dsin[aa(2k +1] 7 e* 7 €08 —a) +sin(; —q)

k>0 7' 2k +1)* -1 2e+1 4 cos(;)
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(14.22)

(14.23)

(14.24)

(14.25)
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Perq= % , abbiamo:  sinzq(2h+1) = (-1)", coszq(2h+1) =0, e, quindi, dalla
(14.26) e (14.27) ricaviamo:

_n\h 2k VK
ZﬂZkz( 1) 2(2h+1)2 S () — 1 =0,132178 (14.28)
k>0 h>0 1+ T (2h +1) k>0 7T (2k +1) 1

8cos(§)
Z:7[2k+1z(—1)“(2h +1)% -y (Dzk+n) 1
k>0 h>0 1+7Z'2(2h +1)2 k>0 72'4(2k +1)4 —1 8COSh(;)
1 - 0,221704 (14.29)
8cos(§)

Osserviamo che le serie indicate nei primi membri delle (14.26) e (14.27) sono
serie divergenti, rappresentate, rispettivamente, dai valori dei secondi membri delle
medesime (14.26) e (14.27).

Anche le serie indicate nei primi membri delle (14.28) e (14.29), sono serie
divergenti, rappresentate, rispettivamente, dai numeri 0,132178 e 0,221704

Conclusioni

Nel corso dell’esposizione dello studio in parola, abbiamo rilevato un numero cospicuo di serie

divergenti, a ciascuna delle quali corrisponde un numero o un’espressione numerica finita;
abbiamo anche constatato che é possibile utilizzare le serie divergenti nello sviluppo dei normali
calcoli matematici.

Cio corrisponde esattamente a quanto segnalato dal matematico francese Emile Borel, il quale,
nell’Introduzione al Testo [6] , a pag. 13, affermava:

Le probleme fondamental est le suivant: Faire correspondre a chaque série divergente numérique
d’une classe aussi large que possibile, un nombre tel que la substitution de ce nombre a la série,
dans le calculs usuels ou elle peut se présenter, donne des résultats exacts , ou du moins presque
toujours exacts.

Un vivissimo ringraziamento va rivolto a tutti coloro che, con il loro contributo e con i loro
utilissimi suggerimenti, hanno consentito il completamento del presente lavoro. Un particolare
ringraziamento va al Prof. Ing. Filippo Aluffi Pentini dell’Universita di Roma “ Sapienza” per la

sua continua, cordiale assistenza e collaborazione.
Siamo grati a tutti coloro che inoltreranno osservazioni o suggerimenti, indirizzando a:
p.cutolo@inwind.it
Appendice A
=X
L’integrale E = L ﬁdx, indicato al 2° membro della (3.16), puo essere
+ X

calcolato con uno dei seguenti metodi:

1) Metodo delle integrazioni per parti
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Integrando, successivamente, per parti, I’integrale E = J de ricaviamo:
+ X

—X

. . dd+x)" 1 o .
E=[ afwdx=.|;e %:__n[(ux) e~ [(1+x) (_dx)]:::

nl(1) (1)I

- Al
0 0 1+x (AL)
k
L’integrale i
01+x
C1)" n-1)"
S LV S (1)e N
(L+x)™* = kin = (k +D)I(k +1)
n-1 n-
i( 1)*k! - (=1)" e[ Z } (A.2)
. - k>1
Osserviamo che I’integrale indicato nella formula (3.02) puo essere espresso da:
I—dx (l+x=¢")= I eYe ¥ eVdy = ez( D" j e Vel gy =
k>0 '
—ez( D" D (k +1)" (A.3)
k>0 ' h>0
Confrontando la (A.3) con la (3.02), ricaviamo la seguente formula:
_1\K
Z( ) >k +1)" = {}/-%Zﬂ} = 0,219383 (A.4)
k>0 - h>0 k>1 k'k

2) Metodo dell’uso degli integrali di Eulero divergenti

Utilizzando gli integrali di Eulero divergenti, ( vedasi Pasquale Cutolo: “Una nota sull’uso
degli integrali di Eulero divergenti  Articolo riportato sia da “LA COMUNICAZIONE-
Note, Recensioni, Notizie-dell’Istituto Superiore C.T.I. Anno 2003, Volume LII”, sia da

Internet “Matematicamente.it/approfondimenti/ideeinteressanti”), otteniamo:

_(_°*¢ “(x=-J =
E=] de I (1+ )M x=(x=17))=

k=0

—_ Ilm n+l+e dy —_
_HOM L(l @-y) TR
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lim

Z( D 'k +Dr(n+¢&-k) _

1 nl+.9kd_
I(y)( ) y —>Ok>0 k! I'n+1+¢)

8—>0k>0

_lim (-1)¢ (n 1+g]_l= lim &2 (-1 (n—l+g}l
5

g—>0k>0k'(n+g) -0z kl(n+e)\ k

e >0 r'(n+l+e¢)

lim & (-)¢ (n-l+g)" o1 ok .
L) (k ] $6D (n lj lim Z( g L +e—k)

Ponendo, nell’ultima sommatoria della precedente relazione, k = n+h, ricaviamo:

M &, o L(n+e-k) lim (-D" hF(g—h)F(h+1)_
OKZ:,;( D r'n+l+e¢) 8—)0F(n+1+8)z( D hiT'(1+¢) -

_im -D"
g—)OF(n +1+g)

1) jt (L—t)* ™t = (t = +y):

_lim I(y)( et W
g—)OF(n+l+3) 1+y 1+y @+y)?
o lim (-1 I (1) I
g—)OF(n+l+g) 1+ y)”g 0 1+y

o LK (1Y (1) e oY
Pertanto: E = I dx—zﬂ(n J +ﬂ_|.0 e—dy:

(L+x)" ~kI(n){ k n ol+y
:(‘2 ] Z(_Dkk!——(_z e{ﬂ;%} (A5)

che e identica alla (3.12)

3) Metodo del limite e derivata

o - li o -x lim
e R e B Dé”)(l)f i
0 (14 x)™ a—1v (a+x)" a—>1l 0 a+X
i
— m Dg”’( 1) (Il) E, avendo posto E = Jgnld ed
a—1l +x)™
_ay
I, = —dx =(x=ay, a>0) = J 1e dy (A.6)
+y
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Abbiamo utilizzato la formula D" (a+x)™ = Lin+l) —Z(a+x)""(-D)",

ro
T e-y[11—+(y—y)”]dy+ - 1e+_y dy
Ora, & noto che: (y) Z( y)¥ : pertanto:
e Y[lljr(;y)]d (- 1)““2( [ ey =
e S

Posto, n-1-k = h, abbiamo:

$ED R O-1-!_ 3 (-1"(n-1)"
n(n-1)! (n-1-k)! & hin (h

k=0
In definitiva, otteniamo:

e —x 1 _ -1 (_1)n we—y
== J.(1+x)“+1 z h! [ j T jomdy

()& (-1’
= Z( 1) k! + TI01+y

che e perfettamente identica alla (3.12).
4) Osserviamo che I’integrale E = J' de puo essere calcolato ed espresso
+ X

anche nel modo seguente:
Posto 1+x = e*, ricaviamo:

- e _ —2(n+1) . —(e*-1) (- ) (K2, —
I '[0 (1+x)"*1 j e M Perdz = ek; j e "z
— S (_1 1 ( —(n-k)z

ekZ:;‘ R ; j e dz

Ponendo, nell’ultimo integrale della precedente relazione, k = n+h, troviamo:

J‘ e (24, — ez( 1) J‘ z( 1)n+h J':e(h+1)ze—zdz -

k>n im0 (n+h)lo heo (N +h)!

= e(-D" Z h)Z(h+1)l

h>O j=0

7X

(1+ x)n+1 Z;,

Confrontando la (A.7) con la (A.2), ricaviamo:

+ e(-D)" Z h) Z(h+1)’ (A7)

h>0 j=0

Pertanto, E = J.
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+1)) =
(-1 ( )14 +1)
_ oo D) S (=D)° (-1 ST
- n! Z( Dkt { kzé kik } &K on—k

Appendice B
(x+t)

1) Calcolo e sviluppo dell’integrale F= .L - J. mdtdx
+

Posto x = y®,t = z?, abbiamo:
- —(x+t) S (T D)
_ J‘ J‘ e it J J e 4yzdydz
0 Jo 14 xt oo 14y?7?
Ponendo y = psiné,z = pcos@,dydz = pd@&lp, p° = u, ricaviamo:

J- J- e y(S/IIHZH)d,udg J'OOO
1+( sin 26)°

_ ~ (sin 20)d@
e ”ﬂdﬂfo"- _(8in26)dg

= | e udu(FD) (BL.1)
1+ (gsin 20)?

dcos 26

7z
2

avendo posto F1 = ; (5in20)d6 ;

o i 2
1+ (gsm 20) 1+’u7(1—c032 20)
Posto cos 26 =u, ricaviamo:
Fl———j d—“:%iz 1‘1d—“4:
a ) - uz) “H uz—(1+?)

21 4 a1 2 y+,/4+/,1
=2 = linu-[1+2)—Inu+ 1+-2)| = In
ool 42 u N TN N — A+ P
"

Sostituendo il risultato di F1 in (B1.1), abbiamo:

J- 2e " u I,u+w/4+,u
A+ A+t

Posto = 2sinht, ricaviamo:

F=4 L “te Myt = 0 668091

dx
(shx)® 7% +x*

2) Calcolo e sviluppo dell’integrale G = I

Integrando per parti, otteniamo:
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2 2 2 *®
G:j X 5 de > = j dcothx = —| ———cothx— Icoth Zf—XdZXZ =
0 (shx)® z° + X 0 7r2+X 7%+ Xx? (7% +x%)
=-1+2x coth xdx , in quanto:
I (7? +X2)2 f
lim G lim Ya
—cothx=1, e, >— Ccothx =0
X—> 071"+ X X—>07z"+X
Ora, r%cothxdx = 1r ;coth xdx
0 (7% +x%)? (7% +x%)?

Utilizzando il teorema dei residui, piu esattamente il 2° teorema integrale di Cauchy, abbiamo:
Zij f(2)dz = R(2,) + R(2,) + R(2,) + ... (B2.1)
m +c

dove R(z,),R(z,),R(z5),..., rappresentano i residui della funzione f(z), nei punti singolari
isolati (poli) z,,z,, z,,..., di f(z), interni alla curva semplice e chiusa c; il calcolo
dell’integrale curvilineo lungo la curva chiusa c, va eseguito nel senso antiorario.

I poli z,,2,,z,,..., sono i punti singolari isolati del campo complesso, interni alla curvac,
che fanno assumere un valore infinito alla funzione f(z).

Il residuo R(z,)di un polo di ordine n, di una funzione f(z), nel punto singolare

isolato z,, & definito da:

R(zo) = [(z— ) @) o 1)! (B2.2)

(vedasi Testo [9] , pag. 43).
Per il calcolo dei residui della funzione integranda
f(Z) = ﬁcoth VA (823)
abbiamo scelto una curva chiusa c, costituita :
- da una semicirconferenza, di raggio p ,situata nel semipiano, y>0, del piano complesso,
Z = Xy, con centro coincidente con 1’origine degli assi dello stesso piano complesso;
- dal diametro 2 p della semicirconferenza, giacente sull’asse delle ascisse di detto piano,

diminuito di un segmento uguale a2 ¢;
- da una semicirconferenza, di raggio & <<, concentrica a quella di raggio p , nel semipiano y>0.

Il raggio p e tale che, sulla curva scelta c, non ci siano punti singolari di f(z). (vedasi fig. 1)
Dalla (B2.3) rileviamo che f(z) presenta un polo, di terzo ordine, nel punto z, =iz =a, ed
infiniti poli semplici z, =ikz =b, (k=2,3,4,...), per cui sinha=0, cosha= -1, sinhb=0, coshb= (-1)"

Per semplicita di scrittura, i valori dei poli li abbiamo indicati con (a) e (b)
Applicando la (B2.1), otteniamo:

i0

B oy
I z;cothxdx+ z;cothxdx pez — C9Sh(pe.€)pe'9id9 +
- (% +x%)? ¢ (m%+x%)? o (x* +p’e®”)? sinh(pe')
i0 i0
. & cosh(ee'”) id0 = 27[R(2) + R(z,) + R(Zy) + -] (B2.4)

o (7% +&%e%?)? sinh(se'?)
La somma dei primi due integrali del 1° membro della (B2.4) rappresenta 1’integrale
lungo il diametro, diminuito di un segmento pari a (2 ¢ ), giacente sull’asse
delle x, della semicirconferenza di raggio o, mentre gli altri due integrali

rappresentano, rispettivamente, 1’integrale lungo la semicirconferenza di raggio p,
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e I’integrale lungo la semicirconferenza di raggio ¢, calcolati nel senso antiorario.
Passando al limite per p — o, e per ¢ — 0, il 3° ed il 4° integrale della (B2.4),
si annullano, e quindi

. 0 X .
otteniamo: I_wmcoth xdx = 27[R(z,) + R(z,) + R(z;) +...] (B2.5)
Applicando la (B2.2), calcoliamo i residui R(a) e R(b).
l _a)’® ) l - '
R(a) = im 1 (i a)2 : cc_)shz _1 m (z a)2 cc_)shz (B2.6)
z—>a2| (#°+z°)° sinhz 2z—a| (z+a)" sinhz

Nel passaggio dal 1° al 2° limite della (B2.6) abbiamo effettuato la seguente sostituzione:

22+ 71°=(z—in)(z+in)=(z—-a)(z+a)

Per il calcolo della derivata prima e seconda, rispetto a z, della funzione posta tra le parentesi
quadre del 2° limite della (B2.6), poniamo:

_ ’—a _zcoshz
P(Z) - sinhz’ Q(Z) - (Z +a)2 )
Operando, abbiamo:
[((ZZ;:))Z ol } = [P@QA)] = PO’ (@) + 2P (2)Q () + Q@) B2.7)
"™ p(2)=P(a)=——; "™ Q(2)=q(a) = 2°Na,
—>a cosha z—>a 4a
P'(2) = sinhz—(z—a)coshz = lim P(2) = P*(a) - lim coshz—coshz—(z—a)sinhz _ .
(sinh z)* "z—>a z—>a 2sinh z cosh z B

Q(z)= (z+a)?coshz+(z+a)?zsinhz—2(z+a)zcoshz=
_ (z+a)coshz+(z+a)zsinhz—2zcosh z _ (z+a)zsinhz—(z—a)coshz
(z+a)® (z+a)’ ’

lim
aQ'(Z) =Q'(a)=0

77—

P(s) - (sinh z)*[cosh z —cosh z — (2 — &) sinh z]—[sinh 2 — (z—a) cosh z]2sinh zcosh z _
(sinh z)*
_ (sinhz)[-(z—a)sinh z]—[sinh z — (z —a) cosh z]2cosh z .
- (sinh z)° ’
M by = pr@) = —— L —p 1M {cosh 7
zZ—>a cosha z—>a

coshz—coshz—(z—a)sinhz | _
3cosh z(sinh z)?

B 1 +g 1 _ 1
cosha 3cosha 3cosha

Q’(2)=(z +a)’3[(z +a)sinh z+zsinh z+z(z +a)cosh z—(z —a)sinh z) —cosh z]+
—3(z+a)*[z(z+a)sinhz—(z—a)cosh z]

_TaQ"(z) =Q"(a) = (2a)*(2a’ cosha—cosha) = (2a” ~Jcosha

8a’
Sostituendo i valori ottenuti nella (B2.7), e poi nella (B2.6), otteniamo:
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R(E) = 2[PQ" () + 2P (&)Q'(8) + Q)P (a)] =
_1[ 1 (2a°-I)cosha acosha 1 }

2| cosha 8a’ 4a®> 3cosha |
1 1 1 _ 1 1 1 1

- = - = +
8a 16a® 24a 12a 16a°® 12ir 16ix°

- : 1 1
uindi, 27R(@Q) ==+—~ B2.8
Q (a) 6 8.2 (B2.8)
Passiamo, ora, al calcolo di R(b), essendo b=ikr, (k=2,3.,4,...)
R() = lim z-b zcoshz _ lim 1  zcoshz = b  ikz
z—>bsinhz (z°+7%)? z—bcoshz (2°+7%)* (0*+7°)° (x*—k*x?)?
kz -2 1 1 1
Pertanto: 2 ) R(ik 2 — >k — — =
2R(km) =270 o = & {(k—l)z (k +1)2}4k

__12 1 . 1 __1 1+i+i+i+i+ _(i+i+i+):—_5
2t &Gl (k=17 (k+D)?| 27° 22 F 4 5 T 3 4 5 7| gx?

In definitiva, troviamo:

o X2 dx 272 (o
= jo s = =1+ LO 5 cothxdx =
(shx)® 7z +x 2 (7% +x%)
2
:_1+7[2(1+i__) ___§
6 8r° 2

che ¢ perfettamente identica alla (5.05).

£

=g o B gX

RA

fig.1 fig.2 fig.3
2n
3.0) Verifica della formula B,, = (-)"* ’znj (th—)dx, (n, intero positivo)
X
. » X X"
Osserviamo che: j ~ax = —I ~ax, (B3.1)
0 (shx) 2 7= (shx)

Applicando il 2° teorema integrale di Cauchy, utilizzando la stessa curva c
di cui al punto 2) dell’Appendice B, (fig. 1), otteniamo:

de = 27iR(b), essendo b= ik, (k=1,2,3,...) (B3.2)
S

Osserviamo che la funzione integranda presenta infiniti punti isolati di secondo
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ordine, all’interno della curva c. Applicando la (B2.1), abbiamo:

R(b) = lim {(z—b)z Zﬂ: lim {(z—b)z ozt 4 g 20y sinh 2= (2 b)coshz}

z —b| (sinh z)? z —b| (sinhz)? sinh z (sinh z)?
1 ]
= | ———2nb®* | = 2n(izk)*"?, B3.3
{(cosh 2)? } (17) (B33

li b sinhz—(z—
in quanto (coshb)® =1, e, m {22“(2 b sinhz-(z b)coshz}:o

z—b sinh z (sinh z)?
Pertanto,  27R(b) = 4n (i7)*"k®"*= 4n (7)*"k>"*(-1)"
27ziZR(i7zk) = 4n (7)™ (—1)"Zk2"‘1 ,

e, quindi, per le (B3.1) e (B3.2), abbiamo: '[ —dx 2n(z) > (-)" Y k>
k>1

Tenendo presente la (4.09), ricaviamo:

j o ——_dx=2n(z)"(-)" Zkzn‘l-Zn( )2 (=1)" ( ).
cioe: .[:%dx: (7)*(-1)"*B,,, dacui
n1.-2n x%"
2n - ( l) J- ( sh )'d (CVd)

3.1) Potevamo verificare la (5.03) in modo molto piu semplice ed elegante, utilizzando
il metodo del limite e derivata.

A ) 0 in n — (In y)zn
Infatti, ; dx = | x° dx = (e =y)=2"" =
0 (shx)? IO ( ‘ZX) ( '[(1 y)? &
lim 1 y? 1y lim 1 y¢
— pl-2n D" y dy : ora y - _ D y = (v—7) =
oo byt o Ly = sl = 0
lim ¢ 1 k+1
== _[ (t2)’ — = _ D £ =  pertanto:
u—>1 " 1 z u—1 ”Z;g+k+1,u”"*l ggg+k+l’p
0 in F(Zn +1) -1-2n 2n 1-2n
Sax= (k + (e +k+1) ()" =27"(2n)!g(2n)
'[0 (shx)? kz>(; @)
2n-1 __2n
Ricordando che: c(2n) = 2(2 ? B,,| (vedasi testo [4], pag.1074, formula 9.542-1),
n)!
2n
troviamo: j X ~dx = 7°"|B,,|, dacui [B,|= n’znj —dx
0 (shx) (shx)?
2n
_ n-1-2n X
Poiché B,, <0,e,B,, , >0, abbiamo: B,,= (-1 I (th)

1 1 ,
»1+4z° cosh(nz)

4.0) Calcolo e sviluppo dell’integrale H—J
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Utilizzando il 2° teorema integrale di Cauchy, e seguendo lo stesso procedimento
indicato al punto 2) dell’ Appendice B, otteniamo:

dz = 27[R(z) + R(z,) + R(z,) +...]

Jm 1 1
-1+ 4z° cosh(nz)
Abbiamo scelto una curva c identica a quella utilizzata nell’ Appendice B-punto?2),
(vedasi fig. 1).

| poli della fun2|one integranda sono:

z,=—=a, |k+5_b (k=1,2,3,...)
Abbiamo quindi un polo di 2° ordine nel punto z, :%z a, ed infiniti poli semplici nei

. Lo
punti z, =ik +§:b

Il residuo R(a) € definito da:

R() = lim {(z—a)2 1 } _ lim { (z-a) (z-a) ]:

z —>a| (1+4z?) cosh(nz) z—a| 4(z—a)(z+a) cosh(zz)
_ lim 1 COSh(7Z’Z)—(Z—a)7ZSinh(7ZZ)+ z—-a -1 .
z—>a 4(z+a) (cosh(nz))? cosh(nz) 4(z +a)?
_ lim 1 zsinh(nz) - (z—a)7* cosh(zz) - 7zsmh(7zz)+ 1 -1
“z->a'8a 27 cosh(zz) sinh(7z) zsinh(nz) 16a°
1

" 16azsinh(7a)
Essendo a=i/2, abbiamo sinh(l?ﬂ): i, e quindi:
27R(a) =27 1 :1 (B4.1)
16(" ) 2

R(b) = lim (z-D) _ lim 1 1 1
z—>b@1+4z%)cosh(nz) z—>b(+4z*)zsinh(zz) 1+ 4b® zsinh(ab)
Essendo b = ik + i/2, abbiamo sinh(zb) = i(-1)*, e quindi:

R(b) = -1 ] L (<1)*: pertanto:
1-4k+>)2 "
2
—4-D" i (-D"
2 Rb)=24) ——————=-2 ———)=
MZ (b) = ;‘4 4(2k+1)272' kZJ:Zk(Zk +2) 2%:( )(k K+ 1)
Z( 1) Z( 1) = In2 —% (B4.2)
k>2
In deflnltlva, sommando i risultati della (B4.1) e della (B4.2) abbiamo:
H= j“’ L L =12 (cvd)

21+ 4z% cosh(z)

57



4.1) Verifica della formula E,, = (—1)”(2)2”*1r(ln x)*" iz
V4 0 1+x
Ponendo, x =e*, otteniamo:
- o dX e ZZnez e ZZn
IO (Inx) 1+x° -|.—°°1+e2de -[—wez +e” &
Applicando il 2° teorema integrale di Cauchy alla stessa curva c, di cui al punto 2)
dell’ Appendice B, (fig. 1), ricaviamo:

2n 2n

" dz = [T 2 —dz = 24y R(b), essendo p= 172K +1)
et e ~= 2c0sh z —

li _ 2n li 2n 2n _1\" _.2n 2n
Pertanto, R(b)= (z=b)z™ _ lim _z _ b ()" AP (2k+1)*" _

z—b 2coshz  z—b2sinhz  2sinhb  22"[i% —(-i)**]
_ ()" 2" (2k +1)*"

, k=0,1,2,...; quindi:

22n+1(_1)k'
jw . 27 R(b) = D'z ZMZ( 1* (2K +1)2" (B4.3)
g’ 47 — 2 & '

Riprendendo la (6.13), abbiamo:
22(—1)k(2k +1)*" =E,,,

k>0

2n 2n+1
H .. 2n _ [ z ( 1)
e quindi: J. (Inx) i Loez o dz PED

E,.. (B4.4)
. 2 0 dx

d E, =(=D"(2)*| (Ihx)* —— Vv.d.

acui o = D" I = (cv.d.)

4.2) Potevamo ricavare il 2° membro della (B4.4) direttamente dal 1° membro della stessa
(B4.4), in modo molto piu semplice ed elegante, utilizzando il metodo del limite e

derivata.
- lim w  XE
Infatti, J. (Inx)*" dX2 = Dem X_de =
0 1+X e—>0 0 1+X
g+£—1
lim 1 =y2 2
=(x= = D(Zn) dx =
( \N) 0 ° 2% 1+y
lim ol pia _ im o 7 1
e20 " 2, 8%y &0 " 2 cosh(irr )
. &
1 (lﬂ'E)k
Ricordando che ———— =) E, T ricaviamo:

cosh(i;zf) k=0

lim D(zn)z 1
+x2 £—0 ° 2

2n —_ _1\n E 2n+1 H
j (Inx)™" = = By, (-1)(;)™", dacui

. &
cosh(iz =
(7r2)
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2 w0 dx
E — _1n o YAL I 2n , ) d
0 = (D)7 = ey

z° dz

AP A
sinh £)2 %
( 2)

5.0) Calcolo e sviluppo dell’integrale L =

Applicando il 2° teorema integrale di Cauchy alla stessa curva c, di cui al punto 2)
dell’ Appendice B, (fig. 1), ricaviamo:

2

L-J' . = —ZI z° dcothE =
2 @ z
=—2 coth——_[(coth )Ldz = 24277 £ 2z (B5.0)
7t +17° 2" (7% +1%)? o e’ -1 (7" +12°)

Calcoliamo I’integrale L1 = r’ ez+i( ZZdzz)2
e -1(r"+12

La funzione integranda di L1 presenta un polo di 2° ordine nel punto z, =iz =a, ed infiniti
punti isolati nei punti z, =27k =b, (k=1, 2, 3, ...). Pertanto applicando la (B2.5), abbiamo:

: ) . - lim 1 z(e*+1) '_
R(a) = o { (z-2) z(ez +1)}=z—>a{(z+a)2 e’ -1 }_

z—a| (z-a)’(z+a)® e’ -1

(z+a)® e’ -1 e’ -1 (z+a)®

lim | e*+1 , z )+ z (z+a)e’-2("+)|_ 1 1
= z-a 8a 8

Quindi: 27ziR(a):%

im z-b z(e’+1) _ Im 1 z(e"+1)  4xk _
z—>be'-1(7°+2%)° z-be’ (#°+2%)° x'(1-4k*)?’

R(b)=

1 ]k 1 . 1
271 ) R(b)=—— — =, er cui L1==
Z ®) Z:{(2k _1)? (2k+1)2}8k 2 P 4 7t
2 2
In definitiva, dalla (B5.0) abbiamo: L= ["—* R I E YA
0 (Sinhz)z T+ 4 r 2
2

dx
1+ 4x

5.1) Calcolo e sviluppo dell’integrale M =J:O e

Operando abbiamo:

J'e NP %fe‘xdm:%[e‘xx/1+4x—J'\/l+4xe‘x(—dx)]::

:_?1+ 1 “e 1+ 4xdx (B5.1)
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.[:e’xx/l+4xdx = (1+4x =y, da cui x_y— = —.[ \/_edey-
:le% f\/?e‘y*dy =(y =41 =1e% jfzﬁe-t4dt = 2eZ jfﬁe-tdt =
= 2e4[j Jtetdt— j Jtetdt] = 2e4[F( ) Z( D" j4tkfdt]—

§> (2k+3)

k>0 k k>0

Sostituendo il risultato della (B5.2), nella (B5.1), otteniamo:

B 1 (2k+3)
[er X = Llapr ,yh'2 (cv.d)
0 1+4X 2 k>0 I 2k+3

. . ° dx
Il valore numerico dell’lntegralej e e ugualea 0,545641.
0 v1+4x

6.0) Calcolo e sviluppo dell’integrale T = refz[l—ﬂ]dz
0 2(1—cos z)
T=[letax—[ 200 gz =1 -[2 NI (B6.1)
0 0 2 (1-cos2) 0 2 (1-cos2)
osinfcos® cost
Ora, Sinz — 2 . 2 _ 22=ieiz +1=i(1+ izz ):i+2ie—izze_ikz
1-cosz 2(sin§)2 sinE e’ -1 e’ -1 —

Sostituendo nell’integrale dell’ultimo membro della (B6.1), otteniamo:

z7sinz J~ _{ +2IZ€ |z(1+k):|dz — __sz‘ Ze—z(1+|+|k)d2:

e
IO 2 (1—cos Z) k>0 k=0

-z

— 2 f—
:L Z :L Z Z Ik) l |ZM:
2 5 1+|(1+k) 2 Fh+ik] 2 T A+k®)? 2 &F 1+k?)
- 1—k 2k
=—+i + B6.2
2 g‘.(1+ k?)? g‘.(1+ k?)? (B6.2)
Poiché il 1° membro della (B6.1) é reale, dobbiamo considerare solo la parte reale
del 2° membro della (B6.2); cioé:
K
2 ———=0,794234
kzﬂ‘f(1+ k*)?
In definitiva , abbiamo:
[[e n-—25"2 14 —22 = 0,205766, e quindi:
2(1—cos z) = k2 2
dalla (5.08) otteniamo: ZH B+ Bus] = 1- 2) ——— =0,205766
k>1 k>1' (1 k )
6.1) Dimostriamo ora che
o . 1 e —2iarctan(k)
I e dz = —— = 5 (B6.3)
0 @+ik) 1+k
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Utilizzando il 1° teorema integrale di Cauchy, calcoliamo I’integrale j: ze "*dz, (p>0).

Utilizziamo una curva semplice e chiusa c, costituita dal contorno di un settore circolare,
(il cui centro coincide con I’origine degli assi coordinati), avente un raggio p giacente

sul semiasse positivo delle ascisse, e 1’altro raggio, giacente nel 1° quadrante, che
forma un angolo @ col semiasse positivo delle ascisse,(fig. 3). Otteniamo quindi:

jp xe“’xdx+jgpe‘¢e‘p”ei¢pe‘¢id¢+_[Oteige“’tewe“gdt =0
0 0 P
Nella (B6.4) abbiamo indicato con ¢ un angolo compresotraOe 4.

Passando al limite per p — oo, il 2° integrale della (B6.4) si annulla, per cui
dalla (B6.4) ricaviamo:

. 0 00 io R o .
e‘z'ejo xePdx :_[0 te " dt, da cui jo te PO O gt =

e—ZiH

2

P
Ponendo p=+1+k?,e @=arctan(k), ritroviamo il risultato della (B6.3)

7) Procedimento per il calcolo di ' (1)

W@y — 1M e _ M Gk=1) )
rog =" rove) Z(. Jr @0 (2)

z—>13\ )
= kzl“(lj _1)1‘(1)(1)\11(‘(‘1‘1)(1)’ (k>0)
essendo Y(z) = 11:((:)) .L tl 1 —7

Derivando, n volte, rispetto a z, la (B7.2), ricaviamo:

PO (2) = J-tl(lnt) dt = ZJ‘ " L(Int)"dt = (t=e ™) =

h>0
1
- e—u(h+z 1)( U) e udu_( 1)n lnl
hZ(;J‘ = (h Z)n+l
Ponendo, nella (B7.3), z=1, ottenlamO'

(n) n-1 — n-1 — n\n-1
@) =(-1" nlz(h R =(-1" 'Z(h)”“_( )" ni¢ (n+1) ,(n>0)

h>0 h>1

Per n=0, dalla (B7.2) abbiamo: Y= 11:((11)) —y
Per n=1, dalla (B7.4) ricaviamo: ¥'(1) = %2
Per j=k-1, tenendo presente la (B7.5), dalla (B7.1) ricaviamo:
reQ = kf(ﬁ_l]r“)(l)w(““(1)+r<“> 1))
j=0

Tenendo presente la (B7.4), troviamo:

k-2 k_l . .
rYms= Z(J Jl‘“)(l)(—l)k'J (k= =Dk =)+ TP D (=2). (k>1),

j=0
Ponendo, nella (B7.6), successivamente, k = 2, 3, ...k, possiamo ricavare k-1
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equazioni, nelle incognite T"'(1),I""'(1),...,T® (1) . Supposti noti i valori di £ (k- j),
j=0,1,2,3,...k-2, possiamo, facilmente, ricavareI""'(1) dalla prima equazione, e sostituirla
nella seconda; successivamente, ricaviamo I'''(1) e la sostituiamo nella terza; e, cosi di
seguito, fino ad arrivare a calcolare T™ (1) in funzione di termini noti.

Oppure, una volta ricavate le k-1 equazioni come sopra definite, e possibile calcolare

r'® (1) attraverso il metodo di Cramer (Gabriel Cramer, nato a Ginevra il 31.07.1704,
morto a Bagnols-sur Ceze il 4.01.1752).

\ I 1, . .
Con lo stesso metodo & possibile calcolare anche F(")(E) ; infatti, ponendo nella

(B7.3), z :%, ricaviamo:

2n+1
\P(n) 1 n-1 | — 1 n-1 | -
G ) = hz;(ml)m P2 Tr

—(_1\n-19n+l 1 _
_( 1) 2 n||:z (Zh)m-l +Z (2h+1)n+1 22n+1 n+1j|

h>1 h>0

1 1 1
=(-1) “Q””n!{ Y } = ()" nl(2™ -1 (n+2)
g‘(h) ' ;2 F(h)™

e” dz
»1+e’ 1+2°
Per il calcolo dell’integrale S utilizziamo il 2° teorema integrale di Cauchy,
e scegliamo la curva semplice e chiusa c, come quella del punto 2) dell’Appendice B,
(vedasi Fig.1)
La funzione integranda di S presenta infiniti poli nei punti z, =iz(2k +1), k=0, 1,2, ...;
inoltre presenta un polo nel punto z=i.
Operando, abbiamo:

8) Calcolo e sviluppo dell’integrale S= '[

ro e dx +r e’ el’ido = o lim Z—i e%
oltet 1+ X2 0 1y 1+ (pe'?)? z—>i(z+i)(z-i)1+¢e’
lim — qz qi qiz(2k+1)
+ 27 ZZ Z, € - =7 € _ + 27 i e - = A(q)+iB(q)
Z>27, < 1+e’ 1+2 1+e' s —11+[iz(2k +1]
1
cos(= —
(2 q)

”Z sin[zq(2k +1)] N

essendo A(q)= -2
@ Srt(2k+1)* -1 2

.1
sin(7—q)
B(q) = 2”2 cos[zq(2k +1)] = 2

EA@keD) -1 2 ey
2
_ 1\k
Perq = = , abbiamo: A(1)=_2,[Z : 1) . T 1
2 2 o 77 (2k+1)° -1 2cos(1)
2

62



B() =0

« % dz

~l+e’l+z

Per il calcolo dell’integrale U utilizziamo il 2° teorema integrale di Cauchy,

e scegliamo la curva semplice e chiusa ¢, come quella del punto 2) dell’ Appendice B,
(vedasi Fig.2)

9) Calcolo e sviluppo dell’integrale U =

La funzione integranda di U presenta infiniti poli nei punti z, =iz(2k +1),k=0, 1,2, ...;

operando, abbiamo:

1 ¥ o ax L ade’ i

Il e dx +,[ e dx +'[ e waId-le
o 1+t 1+ x elye*1+x 014~ 14 pe"’

+IO e llide oM z-z, e

1ye e 14 (-1+ ') z2>7,51+e" 1+12
_ 1 @ir(2kD)

=2my —

o -11+in(2k +1)
Per p — oo, e per ¢ — 0, il 3° integrale del 1° membro della (B9.1) é nullo,
e dalla (B9.1), ricaviamo:

- eqx dX B ) 1 eiﬂ(2k+l) ) e—q
j ———=21) ——— + i - =
=1l+e* 1+ X o -11+iz(2k +1) l+e
—j isi g
_ 2ﬂizi[l i77(2k +1)][cos;z(1(2k +1);r|sm7zq(2k +1)]+i”e _
oo —1 1+ 7°(2k +1) l+e
_ 27{2} sin[zq(2k +1)] - 72'2(2k +1) czos[7zq(2k +1)] N
ko0 1 1+ 7°(2k +1)
- 1-q
+27zizi cos[zq(2k +1)]+7Z(2k +1)§|n[7zq(2k +1)] N iﬁe_
-1 1+ 7°(2k +1) l+e
Per q:% , abbiamo:
1
o X2 _ \k 2
—]4+e* 1+ X 1+ 772k +1) 0 1+ 7°(2k +1) l+e

) ) - e¥ 1 dz
10) Calcolo e sviluppo dell’integrale V = I lie’ 1171422
—~l+e*1+z1+2

Per il calcolo dell’integrale V utilizziamo il 2° teorema integrale di Cauchy,
e scegliamo la curva semplice e chiusa ¢, come quella del punto 2) dell’ Appendice B,
(vedasi Fig.2).

La funzione integranda di V presenta infiniti poli nei punti z, =iz(2k+1),k=0, 1,2, ...;

inoltre presenta un polo nel punto z=i.
Operando, abbiamo:
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J~—1—£ e 1 dx N J:Oo e 1 dx + J‘ﬂ eq"em 1 ,Deigidg

o 1+e* 1+ x1+x? el e 1+ x1+%x° P 14e” 1+ pe' 14 (pe'?)?

io

o gd-+&") 1 2'"ido _
e 14 (—1+ ') 1+ (-1+&')?

. lim z-z, 1 % . lim z—i e 1
=2 . 2 + 21 ) . . 7 =
2>, t51+e* 1+z1+2 Z>i(z+i)(z-1)1+e* 14z
qiz(2k+1) qi
) . ° I A (B10.1)
o —11+iz(2k+1) 1— 77 (2k +1) 1+e' 1+i
Passando al limite per p — oo, e per £ — 0, il 3° integrale del 1° membro della (B10.1)
e nullo, e quindi dalla precedente relazione (B10.1) otteniamo:
ro e™ 1 dx _ 27ziz 1-iz(2k +1) cos[gz(2k +1)]+isin[zq(2k +1)] N
—el+eX 1+ X1+ x° &1+ 7% (2k +1)? 7?2k +1)* -1
cosq+ising 1-i iz e _ :
+ + = = S(q)+iT(q), dove
"1t cosl+isinl 2 2 1+et @+T@
cos(l— )—sin(é— )
B sin[z(2k +1)] - 7(2k + 1) cos[mq(2k +1)] = 7 L5 4 > 9
S(a) = -2z, . ) + = ; (B10.2)
2
cos(i— ) sin(l— )
Q) = Zﬂzcos[ﬂq(ZK + )]+ 22k +Dsin[ag(2k +1)] 7 O TV NG A N
= 2k +1)* -1 4 cos(l)
2
1-q
L (B10.3)
21+e
Per q:% , dalle due relazioni precedenti ricaviamo:
1 (D" r 1
S(=)=-2 + — B10.4
) Ve TR (B104)
COS(E)
_1\K
T(%) D M G LA S (B10.5)

4 4
co 7 (2k+1)" -1 4cos(;) 4C05h(;)
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