POSSIBILI CONNESSIONI MATEMATICHE TRA:
a) 1 numeri Bernoulli (B),
b) i numeri di Eulero (E),
c) i numeri di Fibonacci (F),
d) la funzione zeta (Z) di Riemann, e

e) la teoria di stringa (S)

Gruppo Eratostene

Sommario
In questo lavoro mostreremo brevemente alcune possibili
relazioni matematiche bilaterali tra | numeri di Bernoulli,
di Eulero edi Fibonacci, la funzione zeta di Riemann e la
teoria di stringa, con lo scopo di comprendere meglio

anche alcuni fenomeni fisici, per esempio le stringhe o



altro, sulla base delle suddette connessioni.

Abstract

In this paper we show shiyrtsome connections between
Bernoulli 6s numbers (B), E u

numbers (F), zeta function (Z) and string theory (S)

Introduzione
Prima di esporre le connessioni, iniziamo con

la griglia generale delle possibili (5¥2)=10 connessioni

B E F Z S
B - Si Si Si ?
E - si 2 ?
F - S S
Z - S




PerEZ, BS edESnon canosciamo ancora eventuali

e possibili connessioni dirette utili al completamento delle
dieci possibili connessioni indicate nella griglia di cul
sopra, e quindi in guesto lavoro ci occuperemo delle

rimanenti sette.

1. Connessione BE tra Berndlli ed Eulero

| numeriB di Bernoulli &l i numeriE di Eulero sono dati
da due serie numeriche molto simili, e connessi anche alla
costante matematica =- 3, 14.

( dal sito XxXoomer .virgilio.

0 voce NAONumMmMmer .| di Ber nou




Connessione BE tra i numeri di Bernoulli e i numeri di

Eulero

Relazione tra | numeri di Beornulli e i numeri di Eulero




Numeri di Bernoulli ed Eulero

I numeri di Bernoulli B,, B;, Bs, ...

B, sono definiti dalle due serie qui di seguito:

Bx* Byx' By = oy B
Ty xR B B xS b ~on<x<in
e.\ -1 % pil 4! 6' n=| (272)‘
2 4 6 w0 k
1—£cot£=le 5y +B3x :Z&"{'_' SmEreT
2 2 20 4 6 = (2n)

I numeri di Eulero E,, E>, Ej, ...

E, sono definiti dalle due serie qui di seguito:

2 4 6 = 20

sechx:]—E'x +E2x A =1+ (- )"El}i— i s
2 4! 6! = (2n) )
- 2 - 4 6 o 2n
secx=1+b’x +E2x +E3x & :ZE”x ——<x<—
2! 41 6! = (2n)
Tabella dei primi 12 numeri di Bernoulli ed Eulero
Numeri di Bernoulli Numeri di Eulero

B, = 1/6 Ey =1
B, = 1/30 E,=5
By = 1/42 E; = 61
Bs = 1/30 Ey = 1385
Bs = 5/66 Es = 50521
By = 691/2730 By = 2702765
B; = 7/6 E; = 199360981
Bgs = 3617/510 Eg = 19391512145
By = 43867/798 Ey = 2404879675441
Big = 174611/330 Eip = 370371188237525
B = 854513/138 E1 = 69348874393137901
B> = 236364091/2730 Ei2 = 15514534163557086905




Relazioni tra i numeri di Bernoulli ed i numeri di Eulero

2n+1 2n+1 2n+1
( " )22 B —[ 8 J24B2 +[ " )2633 Y (B 21 B, =20
2 4 6 :

B - 2n 2n—1 B 2n-1 E 4 2n—-1 £ ( 1)""!
n m ] n-1 3 n-2 5 n-3

Serie generanti i numeri di Bernoulli

B, = (2n) (1+21 + 1 + 1 +]

n 22n—l n2n 2n 32n 42n

22n) 1 1 1
Bn z(?fa(j)’w(l-fjsln +52n + 72n +.”)

B (2n) (1 1 + L +}

"= (22n—l _1}n2n - 22n 32n 42n

Serie generante i numeri di Eulero

n

2n+2
- (2n)!(1 1 1 1 )

n 2n+1 - 2041 + 52n+1 - 72n+1 +'"j

N.B. I numeri di Bernoulli, per n molto grande, possono anche essere calcolati attraverso la
seguente espressione asintotica, che naturalmente fornisce risultati approssimati.

B, ~ 4n* (me)™"Jnn




Come si vede, vi sono coinvolte anche le costandi

Tabella dei primi 12 numeri di Bernoulli e di Eulero

Numeri di Bernoulli Numeri di Eulero
B:1 =1/6 1E 1

B>=1/30 2E 5

Bz=1/42 3E 61

Bs=1/30 4+E 1385

Bs = 5/66 sE 50521

Bs = 691/2730 Ee = 2702765

Bz=7/6 7E 199360981

Bs= 3617/510 sE 19391512145

Bo = 43867/798 oE 2404879675441
B1o=174611/330 1= 370371188237525

B11 = 854513/138 1= 69348874393137901
B12=236364091/2730 1= 15514534163557086905

Circa |l a voce di Wi kjalmedi a
guale rimandiamo, riportiamo solo il brano finale, per noi

Interessante per la connessione BZ, in cui si dice che:

Al numer i di Bernoul I i compai ono
Taylor della tangente e della tangente iperbolica, nella formula di Euler
Maclaurin e nelleespressioni di certi valori dellafunzione zeta di
Ri emanno

(vedi anche successiva connessiBiAg.




Connessioni BF tra i numeri di Bernoulli

ed i numeri di Fibonacci

| numeri di Bernoullsi possono anche scrivene,

forma decimale, per esempio6l/ = 0, 166 e . 1/

=003 3 3¢

0,166 ~ 0

0, 033

0, 023

0, 033

0, 075

0, 253

1,166 ~ 1

7,092 ~ 8

54,97 ~ 55

529,124 ~ 610

6192,123 ~ 5473 165 + 418)/2

8658,025 ~ 8855 ({946 +676%2
é

Tale relazione si ferma pero a 55, dopo diventa meno

precia (529 anzich€é10 e ancora dopo si collega




all 6incirca all a medi a ar i
Fibonacci piu grandi4181, 6765, 10946

Tra i numeri di Bernoulli @i numeri di Fibonacci ci sono
anche altre&onnessioni; una di questael rapporto
B+w/Bn1, accennamella connessione precedente. | valori di
tali rapporti sono infatti molto vicini a numeri di Fibonacci,

come da tabella seguente:

16 =016 = 533 =5
1/30 0,03

1/42 = 0,02 = 066 ~1
1/30 0,03

/30 = 003 = 15 -~1-~2
1/42 0,02

5/66 = 0,0/5 = 25 2 ~ 3
1/30 0,03

691/27/30 = 0,25 = 333 ~ 3
5/66 0,075

7/6 = 1,16 = 464 ~ 5

691/2730 0,25




3617/510 = 7,09 = 6,11 ~5
716 1,16

(4,64 + 6,11/ 2 = 5,375)

43867/798 = 5497 = 7,75 ~8
3617/510 7,09

174611/330 = 529,12 =9,62 ~ 8
43867/798 54,97

(7,75 + 9,62 / = 8,685)

854513/138 = 6192,12 = 11,70~ 13
174611/330 529,12

236364091/2730 = 86580,25 = 13,98 ~13
854513/138 6192,12

(11,70 + 13,98 / 2 = 12,84)

Invertendo invece denominatore con numeratore >1dei
numeri di Bernoulli, abbiamo:

66/5= 13,2 ~ 13

2730/691 = 3,9 ~ 3

non invertendoli, invece:




3617/5D = 7,09 ~ 8

43867/798 = 5497 ~ 55

174611/ 330 =529,12~ 610 (377 + 144 + 8 = 529)

é é é
Unodaltra relazione tra 1 n

Fibonacciriguarda | cosi ddetto nAcalc

cui formule un indice passa ad esponente e viceversa.

Per esempio, per Fibonacci, abbiamo:

né Un altro cl amoroso esempi o
manipolazione dei numerkFn di Fibonacci quando la loro
relazione diricorrenza che li genera:

Fn = Fn-1 +Fn-2
si scrive sotto forma di potenze simboliche

n R1 + n-2
F =F

Essa caratterizzh 6 o mb r a accddosi demebla (2.1)
caratterizzal 6 o mbr a d i Ndiastanten gli | sfonzi. di
numerosi matematici del novecento per rendere rigoroso questo



tipo di calcolo (vedi per esempio lo stesso [RR]), soltanto con il
lavoro di [RT] di Rota e Taylor sembra chiesia arrivati a una
soluzione definitivabo

( Ri f . IBtrodudioae alia matematica discreta di
Gian Carlo R o t @m@a con Google, oppure sul sito:

www.webalice.it/maurogrsoli/.../A77/Art77.htm

Connessione BZ tra numeri di Bernoulli e funzione zeta

(Vedi anche accenno nella precedente connessione BE)
Dall a voce nPolinomio di Be
riportiamo il brano iniziale, per noi piu interessante,

rimandando per tutto il resto alla suddetta voce:

A | n mat @wmant di 8enoullii si incontrano nello studio di
molte funzioni specialie in particolare delldunzione zeta di Riemane

della funzione zeta di Hurvitz. Questo in gran parte eéutioal fatto che
essi costituiscono | a sequenza di
di derivazione. Contrariamente alle successioni di polinomi ortogonali, la
successione dei polinomi di Bernoulli € caratterizzata dal fatto che il
numero delle ik r sezi oni comel basseerdedll leo
cresce illimitatamente al crescere del grado dei polinomi. Al crescere del
grado i polinomi di Bernoulli, sottoposti ad appropriate omotetie,
approssimano | e funzioni seno e coO


http://www.webalice.it/mauro.cersoli/.../A77/Art77.htm

Da qui laconnessione tra i polinomi di Bernoulli con le
funzioni trigonometriche , e la connessione tra i numeri di
Bernoulli con le altre funzioni trigonometriclsec e sech
e quindi con la geometria, oltre che con la funzione Zeta di
Riemann, la quale @nnessa alla teorie di stringa (vedi in
seguito connessione ZS). Un
di stringa e la geometria, e quella con le geometrie
proiettive, per esempio il piano di Fano, nelle quali vale la
formula n”2 + n+1 con n pnio o potenza di primo: per |
numer | pr i mi 2, 3 e 5 e 1
numeri primi, 7, 13 e 31 e 133 come numeri di elementi,
a loro volta connessi al numero di elementi dei rispettivi

gruppi di Lie:



G2= 14 = 7*2,
FA= 52 =  13*4,
E6= 78 =  13*6,

E7= 133= 133*1,
E8= 248= - 31*8.
Questo per evidenziare comagometria(nel caso dei
numeri e @i polinomi di Bernoulli)j gruppi di Lie, e
anche numeri primi 2, 3,5, 711, 133 (molto prossimi
ai numeri di Fibonacci, cosi come pure il numero di
elementi 14, 52, 78, 133 248 dei gruppi di Lie) sono
alla base della funzione ze
Riemann, retta critica), e infine anche della teoristiinga,

(vedi successive connessiéid, FS, 729 .



Connessione EF trai numeri di Eulero e i numeri di
Fibonacci
Tr a | nNumer | di Eul er o e

seguente relazione, lzda sul rapporto tranfen-1

5/1 = 5 -5
61/5 = 12,2 A3
1385/61 = 22,70 21
50521/1385 = 36,47 34

2702765/50521 = 53,49 55

é é

Si nota come i risultati dei rapporti sono molto vicini a

Numeri di Fibonacci.

Connessione FZ, FS e ZS insieme

Per quanto riguarda la connessione tra i numeri F di



Fibonacci e ldunzione Zeta di Riemann, possiamo
riportare un brano dal riassunto del Rif. 1:
dal Riassunto:

NScopo del presente lavoro & quello di evidenziare le relazioni
matematiche trdeoria di Stringa, numeri primi (che sono alla
base dellafunzione zet di Riemann), serie di Fibonaccie
calcolo delle partizioni é& Ver
soluzioni di equazioni di questi settori della teoria di stringa, sono
correlate sia alla funzione zeta di Riemann ches&llaone aurea
quindi alla strettisima correlazione con | numeri primi ed |
numeri di Fibonacci e, conseguentemente, per quanto
evidenziato nel corso del lavoro, con i primi naturali e le
partizioni o.

Alcune formule e conclusioni interessanti per il nostro
scopo sono apag. 2&%Z) e poi apag. 37, 38e 39

del suddetto lavoroSYZ, FS, F2,:



Riassunto.

Scopo del presente lavoro € quello di evidenziare le relazioni matematiche tra Teoria di Stringa,
numeri primi (che sono alla base della funzione zeta di Riemann), serie di Fibonacci e calcolo delle
partizioni.

Nella prima parte, composta dai primi cinque capitoli, vengono esposti alcuni teoremi e
dimostrazioni matematiche sulla serie di Fibonacci, sui numeri primi “naturali”, sulle relazioni tra
numeri primi, numeri di Fibonacci ed alcuni teoremi sulle partizioni e, infine, sulla possibile
unificazione delle “costanti ultime” tramite i due numeri ¢ = 1,08366 ¢ ®= 1,618033 , dal punto di
vista strettamente matematico. Il linguaggio matematico usato in questa parte del lavoro &
principalmente di tipo algebrico-analitico.

All'interno del lavoro vengono esposti dei settori della teoria di stringa, precisamente le soluzioni
cosmologiche da un sistema D3/D7, la soluzione applicata alla supergravita 10-dimensionale di tipo
IIB ed alcune formule inerenti le proprieta del vuoto eterotico da superpotenziali, quindi collegate
alle compattificazioni della stringa eterotica su varieta complesse 6-dimensionali non Kahleriane.
Verra qui evidenziato, come alcune soluzioni di equazioni di questi settori della teoria di stringa,
sono correlate sia alla funzione zeta di Riemann che alla sezione aurea, quindi la strettissima
correlazione con i numeri primi ed i numeri di Fibonacci e, conseguentemente, per quanto
evidenziato nel corso del lavoro, con i numeri primi naturali e le partizioni.

1. Teoremi su somme e prodotti di tutti 1 termini consecutivi della serie di Fibonacci.

Come ¢ noto, la somma di due termini consecutivi qualsiasi della serie di Fibonacci, fornisce come
risultato il termine successivo ai due termini sommati, per es.

13 + 21 = 34 anch’esso termine di Fibonacci dopo il 21. In questo capitolo, vogliamo vedere cosa
succede sommando o moltiplicando tutti i termini fino ad un certo termine, che chiameremo f,.

'Presentato a Soc. Natur. Napoli — Nuova Serie - (2006); 1 - 66 ¢ a Giornﬂle‘ della Societa Matematica
“Ramanujan” — (Societd Hardy-Ramanujan) (2006); 1 - 46



Per valutare Z Li(x"), cioé il secondo termine dell’espressione (5.30), bisogna accoppiare ogni
o)

zero di zeta con la sua immagine speculare, successivamente queste coppie devono essere prese

secondo I'ordine crescente delle parti immaginarie positive. Quindi, prendiamo gli zeri in questo

ordine:

% + 14,1347251';% —14,134725i,

% + 21,022040:';% - 21,022040i; ; + 25,0108581’;% - 25,010858: ....

Prendiamo ora un valore reale di x, ad esempio x = 20, in modo da dover calcolare J(20) che vale
9+ 7/12, cioe 9,5833333... Eleviamo 20 alla potenza 1/2 + 14,134725i; il risultato &

—-0,302303 — 4,46191i. Calcoliamone I’integrale logaritmico, otteniamo: - 0,105384 + 3,14749i.
Ora consideriamo il membro coniugato di questa coppia di zeri: eleviamo 20 alla potenza

1/2 — 14,1347251; il risultato & — 0,302303 + 4,46191i. Calcoliamone I’integrale logaritmico ed
otteniamo — 0,105384 — 3,14749i. Sommando i due risultati, si ottiene per la prima coppia di zeri:
—0,210768. (Notiamo che le parti immaginarie si sono naturalmente annullate).

Dopo aver eseguito per 86000 volte quest’operazione, il risultato finale & —0,370816425... Questo
¢ 1l secondo termine dell’espressione (5.30). Il primo & Li(20) (cio¢ Iintegrale logaritmico di 20),
che vale 9,90529997763..., il terzo termine & log 2. che & uguale a 0,69314718055994.. ., infine,
I'integrale al quarto termine ¢ uguale a 0,000364111... Sostituendo tali valori nell’espressione
(5.30) otteniamo 9,58333333 che & uguale a J(20).

E interessante notare che:

(\EHT*(\EHJZ*[\E—} “

=6,85+2,614+0,09=955,
2 2

e che approssimando 1,618033 ¢ 0,618033 a 1,618 ¢ 0,618 il risultato & = 9,56, valore vicinissimo a

N

quello dato dalla formula inerente la funzione zeta. Anche in questo caso, quindi, & palese la
connessione tra una formula che riguarda la funzione zeta di Riemann e una formula che contiene i
valori del rapporto e della sezione aurea, collegata quindi ai numeri di Fibonacci.

5.4 Connessioni con alcune equazioni riguardanti la funzione zeta di Riemann.[2] [3] [4] [7]

Sono state ottenute delle interessanti connessioni tra alcune soluzioni cosmologiche di un sistema
D3/D7, alcune soluzioni riguardanti la supergravita 10-dimensionale di tipo IIB ed alcune equazioni
riguardanti la funzione zeta di Riemann, in modo specifico il teorema di Goldston-Montgomery.
Nel capitolo “Numeri di Goldbach in intervalli corti” dell’articolo di Languasco “La congettura di
Goldbach”, € descritto il teorema di Goldston-Montgomery.

Assumiamo I'ipotesi di Riemann. Abbiamo le seguenti implicazioni: se 0<B, <B,<I e

B

<T<X™log’ X, allora

3X_

1 .
F(X,T)=—TlogT uniformemente per
27 log

[ +§)x)—y/(x)—§(x)2dx=;&(zlog%, (5.4.1)
|



g 1 1 . . ;
uniformemente per ) <d< PR Prendiamo il Lemma 3 di questo teorema:
g 1

Lemma 3.

Sia f(t) >0 una funzione continua definite su [0,+oo) cosi che f(r) <<log’(t+2).Se

I(k) = ]’( Si';k”] Flu)du = [% 4 £‘(k)]k logi , (5.4.2) allora

0

T
J(T) = [f(Odt = (1+&)TlogT , (54.3)

I
con |¢] piccolo se |£(k)| < & uniformemente per <k< Flog2 T.

TlogT

fi

: : 2 ; :
Adesso, prendiamo ’equazione (5.2.10) e precisamente A =-—log=,- . Notiamo che dall’equazione
72

3

2 . i : 2 ; 5

(5.4.3) per £'= ~g e T =2, abbiamo J(T)= jf(t)dt =(1+&YllogT = glogZ. Questo risultato &
= o

i

2
correlato a A= glog—7 ponendo
2
Montgomery. Allora, abbiamo la seguente relazione interessante

-=2, quindi con il Lemma 3 del teorema di Goldston-

h
r2
2. B ] :
A=3logl=> [fnrat=a+e)T1ogT, (5.4.4)
]

3

quindi la connessione tra la soluzione cosmologica e 1’equazione correlata alla funzione zeta di
Riemann.

Adesso, prendiamo le equazioni (5.3.3) e (5.3.11) e precisamente ¢=—210g; e ¢=2np.

Notiamo che dall’equazione (5.4.3) per &'=

| W

e T = 1/2 , abbiamo

" 5 1
T)= dt =(1+&)TlogT = =log—.
J(T) = [ f ()i =1+ £)T logT = ~log

[

. ,
Inoltre, per £'=3 e T = 1/2, abbiamo J(T)= jf(t)dt =(1+&YTlogT = 2log%.
0

Questi risultati sono correlati a ¢ = -glogg ponendo r=1eda ¢ =2Inp ponendo p=1/2,

quindi con il Lemma 3 del teorema di Goldston-Montgomery. Allora, abbiamo le seguenti relazioni
interessanti



I T
¢=—%10g§:>—jf(t)dr=—[(1+£‘)TlogT], ¢ =2Inp= [f(Hdt=(1+£)logT, (54.5)

quindi la connessione tra le soluzioni 10-dimensionali ed alcune equazioni correlate alla funzione
zeta di Riemann,
Notiamo come la (5.4.5) sia ben correlabile anche con la (5.11). Otteniamo infatti:

jJ (x)x"dx —é]og L(s)=> = —%log% = [ fdi=—{(1+&)TlogT]. (5.4.6)
0 : 0

Da questo il possibile legame tra soluzioni cosmologiche inerenti la teoria di stringa, funzione zeta,
numeri di Fibonacci e partizioni.

Una connessione indiretta tra numeri di Fibonacci e la
teoria di stringa si ha tramite i numeri di dimensioni
coinvolte nelle vibrazioni delle strihg (esse vibrano in
spazi con diversi numeri di dimensioni): da Rif. 2,

Riassunto:

Al n guesto | avoro si mostrano
tra i numeri F di Fibonacci F =1,2,3,5,8,13 e i numeri D (2, 4, 6,
10, 16, 26, N.d.A.A)corrispondenti alle dimensioni spazio
temporali coinvolte nelle teorie di stringa, con D = 2F, formula
che potrebbe essere la condizione limitante (o una delle condizioni
limitanti) circa i modi di vibrazioni delle stringhe, le quali possono
vibrare solocon certi numeri D, come 10 e 26 per le stringhe
eterotiche, e non con altri. Inoltre potrebbe esistere una
connessione tra le simmetrie dei gruppi algebrici di Lie, importanti
nel Modello Standard, e i numeri D = 2F.



Se cos? f osse v estroa omeverdo evjsibilel 0 |
poggerebbe, dal punto di vista matematico, quasi interamene sui
numeri di Fibonacci, oltre che sui numeri primi, i humeri primi
naturali, ed anche sui numeri di partizioni p(n), coinvolti nelle
teorie sulla gravitazione ma anche aeteorie di stringa, e |
numeri padici, coinvolti nelle teorie di stringa. Ci sarebbe quindi
un solido ponte tra la fisica teorica e alcuni settori della teoria dei
numeri (numeri di Fibonacci con la formula D = 2F, numeri primi
sottoforma di numeri prirmaturali, di forma 6F 1, numeri

p-adici, e infine | numeri di partizione; tutti numeri con curve

| ogar it mi che, molto diffuse 1In

La connessione FS, anche se indiretta, risulta evidente:
Numeri di Fibonacci F numeri Ddi dimensioni in cui
vibrano le stringhe stringhei teorie di stringa (S), e
quindi, piu brevemente:

FDS = connessione Fibonatddimensiont Teorie di

stringa S

Undaltra connessione |1 ndire
funzione zéa e numeri di Fibonacci possiamo trovarla in
Ri f. 3, un nostro recente

guastcristalli (in cui si sospetta il coinvolgimento della



funzione zeta, Z) e ai super conduttori (in cui si sospetta il

coinvolgimento dka teoria di stringa, S); ed insieme, i due

fenomeni sembrano connessi anche ai numeri di Fibonacci

tramite i numeri atomici degli elementi chimici coinvolti

nei quasi cristalli e quelli degli elementi chimici

superconduttori, con infine una relane tra tutta la Tavola

periodica degli elementi chimici e | numeri di Fibonacci, e

al quale rimandiamo per eventuali approfondimenti..
Undaltra connessione FS cor

pag. 1, nel |l 0l nt r opdolbz i on e,

conclusi vo. Pag 1, brano t
n é A sua volta, | a teoria de
nell 6al gebra (teoria al gebric

aritmetica dei numeri.

La Natura, quindi, nel microcosmopera sui numeri interi n
(i nsieme N) che sono infinit.
interi, la Natura scelga, per regolare i suoi fenomeni microscopici
(e quindi quantistici) e poi su larga scala anche i fenomeni
macroscopici, solo alcuni tipi diumeri interi. Tali numeri sono i
numeri primi ed i numeri di Fibonacci, che combinati insieme
forniscono i numeri primi naturali ( di forma 6FL anziche di



forma 6n+1 come i piu numerosi numeri primi normali,
N.d.A.A.), che regolano le vibrazioni dellstringhe ( e quindi
connessione FS, N.d.A.A.) e la stabilita nucleare, i numeri
(anchoessi i nteri) c¢che riguard
energetici degli atomi, le cui spaziature sono connesse alle
spaziature tra gli zeri della funzionetaali Riemann sui humeri
primi éo.

E apag. 44, sulla forza gravitazionale (e ulteriore

relazione FS):



