| NUMERI PRIMI DI EUCLIDE (O EUCLIDEI)
(e le forme 6Ky

Sommario

In questo lavoro mostreremo come tutti I nurpemi
euclidei sono di forma 6k +1, forma che, insienfaléla
forma 6k — 1, genera tutti i numeri primi (tranh2 e il 3
iniziali), compresi quindi anche i numeri primi paolari
(gemelli, di Mersenne, di Fermat ecc.; e, in qUeSsED, |
numeri primi euclidei, sia pure limitati alla prinfiagrma).

Tenteremo inoltre una dimostrazione della lofnita.

Come tutti i numeri primi sono di forma 6klHEulero),
anche i numeri primi di Euclide, o euclidei, rispab tale
forma generale, seppure limitatamente alla formel6k
come vedremo meglio in seguito. Dalla voce di Weki@a
“Numero di Euclide”, vediamo meglio di cosa si taat

“In matematica, i numeri di Euclide sono gli intdella sequenza
nE m #+1

dove @ € il primoriale di p, che é I'n-esimo numero primo.

Devono il loro nome al matematico greco Euglitee li uso nella
dimostrazione sull’'esistenza di infiniti numeri i

| numeri primi di questa sequenza (identificzda il codice AO06862
nell’archivio dellOESIS) sono:



3, 7, 31, 211, 2311, 30031, 0% ...
E6 (30031 =59 x 509) € il primo dei numeri di Euclal@on essere primo
E11 € nuovamente primo.
E’ stato congetturato, ma non dimostrato, chdasis'infinita di numeri
di Euclide che siano anche primi”

(e detti anche “numeri primi euclidei”)
| primordiali sono i prodotti dei successivimeri primi,
finoap:
PX X BX .. P

Vediamo ora nellaTABELLA 1 i primi primordiali e i
primi numeri Euclidei, distinguendoli in primi en.

Primoriali Numeri di Euclide prime(clidel) o no

1x2 =2 2+1=3 S
1x2x3= 6 6+1= 7 S
1x2x3x5 = 30 30 +131 S
=210 210 + 1211 S
=2 310 2 310+12311 S

=30 030 ; 30 030+1= 30 031 no (=599

=510 510 : 510 510+1=510 511 =097x277)

trovando cosi i primi numeri di Euclide (primhen
primi) della sequenza OESIS prima citati.

Tutti i numeri di Euclide,primi e non primi, soualella
forma 6k+1 (tranne il 3 iniziale, di forma 6k+3 pger0,
infatti 3 = 6 x 0 +3 =3). Questo perché i due piiattori
propri dei primoriali sono 2 e 3, e 2 x 3 =6, comantutti |
primordiali (ma anche ai fattoriali); k e invecegorodotto di
tutti i rimanenti numeri primi ; per esempio



E4 = 210,scrivibile anche come (2x3)(5x7) = 6 x 3310,
e quindi come forma 6k; per avere un numero diidacl
basta aggiungere 1 (per definizione di numero daoliche
sia primo 0 no) e abbiamo 210 +1 = 211, in queatm
numero primo e quindi numero euclideo.

Ma anche con -1 si ottengono altri numeri, penmon
primi, ovviamente tutti ora di forma 6k-1 (tranih@
Iniziale), per esempio:

3-1-= 2 primo
6—-1= 5 primo
30-1= 29 primo
210-1= 209 =19 x 11, 209 nomgori

2310-1= 2309 primo
30030 -1 = 30029 primo
510510 -1 =510509 =61x8 369, 510 509 mamo

In pratica fino a 510 510 si hanno cinque priome
numeri euclidel, di forma 6k+1, e cinque numenp non
euclidei, di forma 6k-1 e per primordiali ancora grandi
potrebbe verificarsi la stessa cosa ( tanti nuprami
euclidei quanti quelli non euclidei, o al massinom c
piccole differenze a favore della forma 6k-1, cqmeei
numeri primi normali (Eulero).



TABELLA 2

n = 6 X K + 1 =nE Kkn/kn-1

1 B’ = 6 1 + 1 =7

2 B = 6 5 + 1 =31 5/1 =5

3 B = 6 35 + 1 = 2B88/5 =7

4 B= = 6 385 + 1 =23385/35=11

5 B = 6 5 005 1€ 30031 5005/385=13
6 B = 6 85005 +=1510511 85 085/5005 =17

primoriale m#, ed e circa il rapporto tranHen-1, per
esempio 85005/5005 =16,88L7 di 17# =510 510.

Passiamo ora ai numeri primi euclidei, cosirdefila
Wikipedia, e allo loro possibile infinita:

“Un numero primo euclideo € un numero intero dae®imo che
numero di Euclide. | numeri primi euclidei sono aacnumeri primi
primordiali. I numeri primi di questa sequenza idfgati con il codice
A0118239 nell’archivio dellOESIS) sono:

3, 7, 31, 211, 2311, 30031, 260890131, ...
Il successivo numero primo euclideo ha 154 cHfestato congetturato
ma non dimostrato che esista un’infinita di nunpemni euclidel”

Il settimo ed ultimo numero tra quelli sopra wati e
ovviamente, come tutti quelli che lo precedonar(tre il
solo 3 iniziale) e che lo seguono, di forma 6k p4r,
guanto sopra detto, infatti € uguale a:

6 x 33 426 748 355 +1.



Circa l'infinita dei numeri primi euclidei, si pufare una
tabella del loro numero fino a 10”n, per poi tragoalche
conclusione eventualmente utile alla soluzione del
problema se sono infiniti o no. Indicheremo cahiE
numeri primi euclidei, per distinguerli dai numdri
Euclide non primi, &

TABELLA 3
En’ (10”n) 1/
2° 10%dioe fino a 10 ce ne sono due)
3° 1072
4° 1073
5° 1074
6° 1075
6° 10711
7° 10712
7° 107153
8° 10M1umero di 154 cifre)

Poiché En’ cresce, sia pure molto lentamentesesicere di
10”n, i numeri primi euclidei sono sempre di pieblsene
sempre piu rari, e piu rari anche dei numeri pdmi
Landau, di forma (n"*2) +1; ma potrebbero anclseres
infiniti, come 1 piu frequenti numeri di Euclidepighé per
pn# n e infinito, e quindi & (numeri primi euclidei) puo
essere benissimo un sottoinsieme infinito di urems



infinito, En = pn#+1, cosi come i numeri primi gemelli sono
un sottoinsieme infinito di un insieme infinitonumeri
primi), anche se i numeri primi gemelli sono madta
frequenti dei numeri primi normali (fino a un miickp Ci
sono circa 3 400 000 coppie di primi gemelli, corsgoli
sei numeri primi euclidei (vedi TABELLA 3) Raritguindi
non vuol dire sempre finitezza. Di solito un satgeme
infinito di un insieme infinito e anch’esso infiajtcome
nelllesempio dei numeri primi gemelli (Rif.3), ilic
numero € legato a N dalla formula

g(N¥ N/(InN)*2 x 1,32032... (1)
dove 1,32032 e una costante, senza la quale nafarci
da il numero approssimativo (per difetto) delle e
Goldbach per N pari:

G(NY¥ N/ (In N)A2 (2)

e senza 'elevazione al quadrato del logaritmi dsi ha
la nota formula logaritmica di Gauss per la stana(N):

2(N) = N/In (N) 3)

Per il numero delle coppie di gemelli e dellpme di
Goldbach abbiamo quindi le relazioni con la formdila
Gauss, mentre per i numeri primi euclidei, molto i@ri
dei numeri primi gemelli, tale relazione ancora ce
I'abbiamo, per dimostrare la loro infinita 0 meniospli
numeri primi per cui si crede che possano esseitegono
| numeri primi di Fermat, anch’essi di una rarisirema)



| numeri di Fermat sono invece, a differenziendeneri
primi euclidei (di forma 6k+1), tutti di forma 6k-tranne
Il 3 iniziale:
n

2
Fn = 6k -1 Fn =2 +1
1
2
3) 3=2+1=2+1=3
5=6x1-1 5 =2A241
17 =6x3-1 17 = 42¢
257 = 6 x 43 -1 257 = 2/B+

65537=6x10923-1 65537 = 2"16 +1

Per questi numeri primi di Fermat si pensa pesran ce
ne siano altri oltre i primi cinque e che guindonnsiano
Infiniti (Nota 1).
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numeri semiprimi”
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generalizzata” Sezione Lavori della Prof. Tulumello

3.) “Numeri primi di Fermat, numeri primi di Merseme
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Nota 1.
Dal libro di Jan Stewart “L’eleganza della veriEnaudi,
pag. 148:

“...quali sono i numeri di Fermat? | primi tre li abmo gia visti:: 3,
5, e 17. | due successivi sono molto piu grandr: %5 537. E poi basta,
non se ne conoscono altri. Nessuno € mai riusaioastrare che
esistono, o al contrario che non esistono. Pel aweene sappiamo, il
prossimo, eventuale numero di Fermat, [deve esgprale o maggiore di
33554 432 25

2 #, dove33554432 = 2 ] che ha piu di dieci milioni di
cifre”

Commento: |l prossimo @tavo numero primo euclideo e
composto da 154 cifre, mentre |'eventusdso numero
primo di Fermat avrebbe circa dieci milioni di effquindi

| numeri primi euclidei, sia pure anch’essi ranssisono
tuttavia piu frequenti e quindi meno rari dei nunpgimi di
Fermat, e pertanto anche maggiori probabilitesdese
Infiniti.

Ricordiamo che anche i fattoriali n! se si amge o si
sottrae 1 possono 0 no essere numeri primi, p@obke



n! +1 e di forma 6 k ¥ per via dei due primi fattori
primi 2x3 =6, e k come prodotto dei rimam@nmeri
primi, come detto per i primordiali. Per esempio
31-1= 6-1=5 primoe = 6+ 1=7 primo,

41-1 =24 -1=23 primo e 24 +1 = 25 non primo

e COosSi via.
FINE



