Connessione tra “piramide” di cubi e serie Bibonacci
(con invito finale a giovani matematici valéerosi)

A cura della Prof. Annarita Tulumello del Gruppo Etostene

Sul numero 1-2009 della rivista di didattica eragtica “Progetto Alice” i Proff. Mario
Barra, Alessandro Foschi e Luigi Rigogliosi, netd articolo “Maratona di Matematica-.
Alcune riflessioni” chiamano “piramide” di cubi uniangolo numerico costituito dai numeri
dispari consecutivi, disposti in modo che la sondeanumeri di ogni n-esima riga € I'n -
esimo cubo:

1 1 =173
3 5 3+ 5= 8= 273
7 9 11 7+9+11 = 27323
13 15 17 19 13+15+17+19 = 64 = 4”3
. = n"3.

Una nostra dimostrazione € che, per esempiivese 7 + 9 + 11 equivale a

scrivere 9+9+9=27= 372 x 3 =3"3sicanche per ogni n-esima riga.
Una connessione poco nota tra quadrati e cldbseguente, per 1, 2 e 3:

IN3+273+ 33 = (1+2+3)*"2 =36 glamma dei primi cubi consecutivi &
uguale al quadrato della somma dei primi n numaturali). Nel triangolo numerico, i
guadrati dispari stanno sulla bisettrice centralentre i quadrati pari sono la media
aritmetica dei due numeri centrali (peres. 4=®) /2, 16 =(15+17)/ 2, ecc.

Ora abbiamo notato facilmente che, estendetad® “piramide” / triangolo, che
noi perd chiameremo semplicemente triangolo, peinhéffetti lo € (la piramide é
solo una bella somiglianza ma soltanto apparent&)e i primi numeri dispari di
Fibonacci (in grassetto rosso) sono disposti duidéerali sinistro e destro:



1
3 5
/ 9 11
13 15 17 19
21 23 25 27 29
31 33 35 37 39 41
43 45 47 49 51 53 55
57 59 61 6365 67 69 71
73 75 77 79 81 83 85 87 89

91 93 95 97 99101 103 105 107 109

e cosi via; con i numers, 13 e 21 sul lato sinistro e5, 55 e89 (con1 al vertice del
triangolo) sul lato destro; mentre il numeri pdriFibonacci 2, € una mediatral e 3
sul lato sinistro, il numeri pari di Fibonac8ié la media tra 7 e 9 sottolineati, e il
numero pari di Fibonacci4 é la media di 33 e 35 sottolineati, comunque titfini
al lato sinistro, cioe all'inizio della somma dnameri dispari, conn= 2,3 e 6. Ma
la regolarita finisce qui, poiché i successivi nuntk Fibonacci,144, 233, 377 ecc si
disperdono all'interno del triangolo. Ma gia iimpr nove numeri di Fibonacci ci
bastano per proseguire il discorso sulle connesgiin accennate nel titolo; per
esempio,l 44, essendo un quadrato, si trova, come tutti gli gliadrati sulla bisettrice
centrale verticale: direttamente se sono quadrspiadi, come 1, 9, 25, 49, 81, o come
media se se sono pari, vedi 4, 16, 36, 64,teadoro alternati (un quadrato dispari e
uno pari) Questa € una cosa che non e stata notgtpure é stata trascurata dagli
Autori dell'articolo citato all’inizio). Un'altra @sa non notata € chenumeri primi
sul lato sinistro 7, 13, 31, 43, 73 sono (almeno fino a 73) tutti di forma

6k +1, mentre numeri primi sul lato destro5, 11, 29, 41, 71, 89, sono tutti di
forma 6k -1, con eccezione del 19 e del 109 (aanhi di forma

6 x n +1), con k successivis 2, 5, 7, 12, 15 sul lato destro & 2, 5, 7, 12, 15, 18
conl, 2,5 essistessi numeridi Fibonacci, o ad essi mattmv 7 =8-1, 12 =3-
1,15=13+2, 18 21 - 3.



Quindi tale triangolo numerico per i numeri digpapotrebbe essere
eventualmente utile anche per studiare la distigme dei numeri primi di entrambe
le forme, cosa che eventualmente vedremo in SuCé®SOTi.

Ma vediamo ora l'alternativa: un triangolo nenico per i numeri pari, o tnp, e
le sue connessioni ordinate (e quindi non casusi come nel triangolo dei numeri
dispari, i primi sette numeri dispari di Fibonacci

(1, 3,5 13, 21, 55, 89 si dispongono ordinatamente sui lati esterni, meemt
successivi si disperdono anche all’interno) .

2
4 6
g 10 12
14 1618 20
22 2426 28 30
32 34 36 38 40 42
44 46 4805 52 54 56
58 60 62 6466 68 70 72
74 76 78 80 82 84 86 88 90
92 94 96 98 1002 104 106 108 110
112 114 116 118 120 122 12426 128 130 132
134 136 138 140 14244 146 148 150 152 154 561
158 160 162 164 166 168 170 1724 1178 180 182 184

In questo triangolo, i numeri pari di Fibonacgi 8 sono sul lato sinistro, mentre
34 e sul lato accanto; 44 gia quasi sulla direttrice centrale (con i nundirforma
n"2+1, essendo un quadrato perfetto di un numaro(p2), el44+ 1 = 145, media
traldde 146.

A proposito, ogni numero N dispari o pari sioua, nel rispettivo triangolo, nella
n-esima riga, con ® VN, e precisamente nella (n+1) — esima riga se laepa
decimale diVN & compresa tra 0,5 e 1, e nella n-esima rigaaseatte decimale &
compresa tra 0 e 0,5; per es. nellultima e 12 dgl triangolo sopra, 158 e in tale
riga poichéV158 =12,56, e cosi pure 160 con 12,64, 168 con6l2r@ntre da

170 ( =169 +1 = 1372 +1) si haV170 =13,03 fino a/184 = 13,56; e tanto pil
vicina al centro quanto € piu vicina ad un quaddetto, essendo questo sempre al
centro, per es. prossimi a 169 = 13"2.

Per quanto riguarda i numeri di Fibonacci, sianathe essi si addensano
inizialmente nelle prime righe del triangolo nunceridi tutti gli interi (cioe pari e



dispari insieme), dove il lato destro e costituitai numeri triangolari, connessi al
Triangolo di Tartaglia (combinazioni di n elemeatdue a due , n(h) /2

1
2 3
45 6
78 9 10
11 123 14 15
16 17 189 20 21

22 23 225 26 27 28

40 31 333 34 35 36

dopo di ché i numeri di Fibonacci si diradano sesmpiu; ma i primi otto sono
concentrati nelle prime otto righe del triangolei cumeri interi pari e dispari,
disponendosi, almeno fino 3, sui tre lati destri (1, 3 e 21 sul lato esterh@ 5 sul

secondo lato, 8 e 13 sul terzo lato, ecc.
| numeri di Fibonacci sono, tra 'altro, conneabnumero di petali o semi di alcuni

piante:

Numeri di Fibonacci piante petali 0 semi
3 giglio petali
5 ranuncolo petali
21 cicoria petali
34, 55 margherita petali
21, 34 girasoli spirali di fiori ian senso e nell'altro
34, 55 girasoli spirali di fiori “ ¢
55, 89 girasoli spirali di fiori “ :
144 girasoli semi

Conclusioni



Esiste quindi una relazione aritmetica non ckesudra i triangoli di numeri
dispari, tnd, e i triangoli di numeri pari, trfda non confondere con il TNP, il
Teorema dei Numeri Primi), con i numeri della sedi Fibonacci.

Approfondiremo in seguito eventuali relazionicha con i numeri primi, di forma
generale 6k%, tranne il 2 e il 3 iniziali, o con altre seriemeriche.

Ma invitiamo a farlo anche i giovani lettori volenterosi, e di comunicarci
eventuali risultati raggiunti, non solo con i numeri primi, ma anche con altri tipi
di numeri, a scelta degli autori. | migliori risultati saranno pubblicati
successivamente sul nostro sito.

Prof. Annarita Tulumello



Parte seconda

Relazione tra piramide di cubi, partizioni di nueni
e numeri di Fibonacci

Piramide mista pari spdiri
(in rosso le partizioni di numeri, in neretto sétteato i numeri di Fibonacci, in rosso sottolire
numeri che sono insieme partizioni di numeri e numhieFibonacci.

1
3
5 6
7 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 2021
22 23 24 25 26 27 28
2030 31 32 3334 35 36
37 38 39 40 4u2 43 44 45
46 47 48 49 40 51 553 54 55
56 57 58 59 60 61 62 634 6 65 66
67 68 69 70 71 72 73 745 776 77 78

10 o

Come si nota, le partizioni di numeri p(n) ptiggino il primo lato sinistro (coi i numeri 1, 2,
11, 22, e 56) e destro (con i numeri rimanentil®eil secondo lato sinistro (numeri 5 e 30) ,
secondo lato destro ( numeri 2, 5 e 77), con $dl® isolato all'interno; mentre i numeri di
Fibonacci prediligono il primo lato destro (conumeri 1, 3, 21 e 55) e il terzo lato destro (tc«
numeri 8, 13, 34 e 89), con il solo 2 isolatolato sinistro.

Si nota anche che i primi quattro numeri 1, 2,53(&anne il 4, sono insieme numeri di Fibon
(sottolineati) e numeri di partizione (rossi), ectprimi numeri di partizione sono vicini aumer
di Fibonacci:

Fib  p(n) d Fib
1 1
2 2
3 3
5 5
8 /7=28-1
13 11=13-2
13 15=13+2
21 22 =21+1
34 30=34-4 -~ 3
34 42 =34+8
55 56 =55+1
55 77 =55+ 12 ~ 13
89 77 =89- 12 ~ 13
80 101=89 +12 ~ 13
144 135=144-9 -~ 8
144 176=144+32 ~34

176=233-89






