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Abstract

I n this paper we will show an our short proof of Andrica’s conjecture:

\ pn+1_\/?n<1

using some our results on Legendre’s conjecture ([2]). In appendix also an algorithm in PARI /
GP to search for counter-examples in a numeric range.

Sommario

In questo lavoro proponiamo una nostra semplice dimostrazione della congettura di Andrica sui

numeri primi:
\ Pr1 — \/Fn <1

usando alcuni nostri risultati sulla congettura di Legendre ([2]). In appendice anche un
algoritmo in PARI/GP per laricercadi contro-esempi in un intervallo numerico.

Congetturadi Andrica

La congettura di Andrica viene cosi definita dall’omonima voce di Wikipedia: " La congettura di
Andrica & una congettura della teoria dei numeri, riguardante gli intervalli tra due successivi
numeri primi, formulata dal matematico romeno Dorin Andrica nel 1986. Afferma che, per ogni
coppia di numeri consecutivi pn € pn+1, S ha:

\ pn+1_\/?n<1

Se poniamo gn = pn+1— Pn, @lora la congettura puo essere riscritta come
gn < 2 pn+ 1 n

Per il resto s rimanda all’omonima voce di Wikipedia.

Ora proponiamo una nostra semplice dimostrazione basata su alcune osservazioni riguardanti la
congettura di Legendre, esulleradici quadrate del numeri compres nell’intervallo numerico tra
un quadrato el successivo.

Da Wikipedia: “La congettura di Legendre, da Adrien-Marie Legendre, afferma che esiste sempre
un numero primotran™2 e (n+1)"2. Questa congettura fa parte dei problemi di Landau e, fino
ad oggi, non é stata dimostrata”.



Alcune osservazioni sulla congettura di L egendre sono:
1. tran™2 e (n+1)"2 non esste sempre un numero primo, ma almeno due (vedi sequenza
A014085 dell’OES §)

2. il Gruppo ERATOSTENE I’ha dimostrata, vedi [1] e[2].

Differenza tra due quadrati perfetti néll’intervallo| = [n*2, (n+1)"2]
Per esaminare larelazione tra la congettura di Legendre ela congettura di Andrica, dobbiamo
introdurre qual che concetto.

Sial l’intervallo chiuso di interi definito comel =[n"2, (n+1)"2].
SiaDgpadifferenzatradue quadrati perfetti consecutivi, nell’intervallol .

Lemmal
Ladifferenza Dqp tra due quadrati perfetti consecutivi, nel’intervallo chiuso di interi | = [n"2,
(n+1)"2] & sempre un numero dispari.

Dim.
Dgp =(nt)"2 -n"2 =2n+1

Poiché qualunque sian, Dgp=2 n + 1 allora e sempre dispari.

Esempio

n = 2 valido per tutti gli n numeri naturali
Dgp=3"2-2"2=9-4=5=2*2+1

Lemma 2
Il numero N di interi compresi in un intervallo chiuso di interi | = [n"2, (n+1)"2] & pari.

Dim.
Per il Lemma 1, poichéil numero di interi in 1 € N=Dgp+1 =2n + 2 = 2(n+1) aloraN é pari.

Esempio
Sen=2 N=2(3)=6.
Difatti i numeri compres ndl’intervallo| sono: 4, 5,6,7,8,9;,con5 e 7 due numeri primi.

Radici quadrate del numeri nel’intervallo| = [n"*2, (n+1)"2]

Lemma3
Ladifferenza Drq délle radici quadrate di due numeri, anche non consecutivi (primi e composti),
in unintervallo chiuso di interi | = [n"2, (n+1)"2], escluso il numero (n+1)"2, € minore di 1.

Dim.

Adli estremi Drq vale: Dig= n —n = 0 se consideriamo all’inizio dell’intervallo la differenza con
e stesso; oppure Drg = (n+1) —n = 1. Quindi Diq variatraO e 1. Il Lemma 3 esclude il numero
(n+21)"2 perché nel secondo caso la differenza non darebbe una parte decimale dopo la virgola.
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Per cui il Lemma 3 e da verificaretran®2 e (n+1)"2 -1. Poiché riteniamo vera la congettura di
Legendre (vedi [2]), che tra n*2 e (n+1)"2 esste almeno un numero primo e quindi un intero,
allora trai valori 0 ed 1 assunti da Drq esistono valori minori di 1. Ovviamente poiché s fa
riferimento a numeri interi nell’intervallo I, e indifferente che siano primi o composti; per
cui e possibile I’applicabilita dell’ex-congettura di Legendre.

Esempio Radici quadrate per n=2

V4= 2,00

\5= 2,23 con 5 numero primo pn
V6=244

\7=264 CON 7 NUMErO Primo Pns+1
V8=2,82

V9= 3,00

Lemma4

Nel’intervallo| = [n"2, (n+1)"2] esistono almeno due numeri primi,

Dim.
Il postulato di Bertrand che e vero dice che “Se n é un intero con n>1, allora vi & sempre un
numero primo p talechen< p< 2n”.

Se chiamiamo a=nZ allora I’intervallo che stiamo considerando e [a,a+1+ 2\/5]. Oraper a>3 il

termine a+1+2Va > 2a; per cui sicuramente e applicabile il postulato di Bertrand, ma s
osserva anche che I’intervallo in gioco € maggiore di quello usato nel postulato di Bertrand, per
cui aumenta la probabilita di trovare almeno un secondo numero primo; difatti per il Teorema
dei numeri primi &

2n+1

ﬂ'((n+1)2)—ﬂ'(n2) zw>

D)

Nota: Gli intervalli che consideriamo sono tra I’altro gli intervalli critici piu piccoli dove s
potrebbe rischiare di non trovare il secondo numero primo, ma che la (1) garantisce. Nel caso
della congettura di Andrica s ipotizza, inoltre, che i due numeri primi consecutivi esistono,
anche a distanza notevoli o gap notevoli.

Esempio
Nel’intervallo| con n=2 abbiamo i due numeri primi consecutivi 5e7:

V7 -5 = 264-223=041<1
Dalla (1) risultar((n+1)?9)-n(n2) ~ 2,27
Lemmab

La differenza delle radici quadrate di due numeri primi consecutivi che cadono in un intervallo
chiuso di interi | = [n"2, (n+1)"2] escluso il numero (n+1)"2, € minoredi 1.



Dim.
Il Lemma5 € una conseguenzadei Lemmi 3,4.

Non é ancora pero una dimostrazione della congettura di Andrica; perché i numeri primi
consecutivi potrebbero far parte di intervalli quadratici differenti.

Numeri primi in intervalli quadratici divers

Alcuni numeri primi perd0 appartengono a intervalli quadratici successivi, pur essendo
ugualmente valida la congettura di Andrica, per esempio 113 e 127: il primo &€ compreso
nell’intervallo tra 10"2 e 11°2, mentre 127 € compreso ndl’intervallo tra 1172 e 12°2. In realta
I’intervallo quadratico & sempre possibile individuarne uno solo; ad esempio e tra10"2 e 122

Lemma 6

Ladifferenza delleradici quadrate di due numeri che cadono in un intervallo chiuso di interi | =
[n"2, (n+k)"2] con k>1, escluso il numero (n+k)*2, € minore di 1 purché se k>1 la differenza
(n+k)*2 -n"2 = 0mod 3.

Dim.

Il Lemma 6 s dimostra con tutti i Lemmi precedenti, notando anche che il k tende solo ad
allargare sicuramente I'intervallo dei quadrati; per cui il Lemma 6 € una generalizzazione del
Lemma 5.

In particolare se k=1 s ritornaa Lemma5 e non serve considerare se la differenza € un multiplo
di 3. Ad esempio 131 e 137 sono due primi la cui differenza € multiplo di 3 ma non conta perché
I"intervallo élo stesso per entrambi i primi. Infatti €[1172, 12°2] con k=1.

I nvece se guardiamo 113 e 137 I’intervallo da considerare e diverso, cioé k=2 infatti e [10"2,12"\2]
ma 137-113=24 multiplo di 3. Qualadifferenzatraleradici € maggiore di 1 quando la differenza
e pari e multiplo di 3 (€10 stesso dire che € multiplo di 6). Pero c’é dadire che 137 e 113 non sono
nemmeno primi consecutivi. | problema che la differenza tra le radici quadrate di due numeri
primi consecutivi possa essere maggiore di 1 potrebbe perd avvenire quando i due intervalli
guadratici non sono contigui, quindi ad esempio per k>2.

Lemma 7
Due numeri primi consecutivi, che cadono in un intervallo chiuso di interi | = [n"2, (n + k)"2]
con k>2, non hanno unadifferenza D=6j quando j>1, ovvero pari e multiplo di 3.

Dim.
Seladifferenzadi due numeri primi consecutivi fosse pari e multiplo di 3, dovrebbe essere

D = 3m = 6] dove m=2j (pari)
Se j=1 g incorre nella stuazione k=2 e de numeri primi come 23 e 29 dove D=6 (j=1) e la
differenza déle radici quadrate € minore di 1; per cui il Lemma si concentra sui cas j>1. Orai
numeri primi S possoNo SPesso ricavare con la forma generatrice pn=6n+ 1, per cui se esistessero
due numeri primi consecutivi in intervalli | con k>2 e j>1 non avrebbero mai D=6 a causa della
forma generatrice stessa.

D’altra parte se per assurdo i numeri primi consecutivi fossero tali che:
pn+l_pn:6j’ J>1 (2)



Equivalente a:

JPos=+/P, +6]

Allorasi concluderebbe che:

JPos =P =P, +6i =[P, >1 (3)

Poiché la(2) efalsa, non si pud concludere la(3). In altri termini se la differenza tra due numeri
primi consecutivi fosse stata multiplo di 6 avremmo sempre trovato che la differenza delle radici
quadrate di due numeri primi consecutivi € maggioredi 1.

Congetturadi Andrica
Lacongetturadi Andrica e veraper conseguenzadel Lemma6 edel Lemma?.

Dim.

La congettura presuppone I’esistenza di due numeri primi consecutivi. Se cadono in uno
stesso intervallo quadratico allora gia il Lemma 5 darebbe vera la congettura. Se i due numeri
primi cadono in intervalli quadratici differenti allora Lemma 6 ed il Lemma 7, garantiscono che
la congettura e vera.

Appendice

Qui vengono presentati due programmi in PARI/GP che cercano contro-esempi. Il primo programma ricerca
contro-esempi sulla congettura di Andrica. |1 secondo programma cerca contro-esempi al fatto chein un intervallo
quadratico con K>2 due numeri primi se consecutivi non possono avere una differenza pari e multiplo di 3.
Entrambi i programmi hanno il vantaggio di poter essere lanciati con un valore iniziale e finale di ricerca,
consentendo di riprendere la ricerca, su intervalli successivi. Gli autori hanno provato tra 1 e Imiliardo senza
trovare contro-esempi.

sT(val1=1, val2=1000000000) = local(); {
print("Ricerca controesempi congettura Andrica - vers. 1.00 FEB 2010\n");
print("Numero di partenza:  ",vall);
print("Numero di arresto:  “,val2);
pl=nextprime(vall);
d=0;
while(d<1 & pl<vaz,
p2=nextprime(pl+1);
d=sgrt(p2)-sart(pl);
print("d: ".d);
if(
d>1,
print("controesempio !!1");
print("Pn: ",pl);
print("Pn+1: ".p2);
).

);
}

1=p2;

sT2(val1=1, val2=100000) = local(); {

print("Ricerca controesempi Differenza primi consecutivi non multipli di 3 - vers. 1.00 FEB 2010\n");
print("Numero di partenza:  ",vall);
print("Numero di arresto: ", val2);
a1,
pl=nextprime(vall);
while(pl < val2,
p2=nextprime(pl+1);
d=p2-p1,
print("*********************");
print("Pn: ".pl);
print("Pn+1: ".p2);



print("d: ".d);

a=d%3;

al = sgrtint(pl);

if (al ==pl, al = al+1;);

a2 = sgrtint(p2);

while(a2"2<p2,

a2=a2+1;

)

print("l =[",al"2,",",a2"2,"1");

k=a2-al;

print("k: " K);

cl=p1;

pl=p2;

if(a==0 & k>2,
print("controesempio !'!");
print("Pn: ".cl);
print("Pn+1: ".p2);
print("al: ".al);
print("a2: ",a2);
print("D1 =", sqrt(p2)-sort(cl));
pl=va2;

)}
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