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Sommario

In ogni attivita umana é necessario partire dall’abc, ovvero dalle cose piu semplici, in modo da
apprendere e dominare I’argomento; ma qui gli autori ci mostrano, invece, una delle piu recenti
congetture, la “congettura abc” proposta nel 1985 da J. Oesterlé e raffinata successvamente da
D. W. Masser.

Oesterlé motivo la sua congettura a seguito di un lavoro di Szpiro riguardante le curve ellittiche;
mentre Masser, sulla scia del Teorema di Mason sui polinomi, introdusse un’analoga congettura

Su Z per i polinomi.

La congettura abc e semplice da formulare, ma e difficile da dimostrare; dimostrerebbe la
forma debole dell’Ultimo Teorema di Fermat (UTF), un equivalente del Teorema di Fermat sui
polinomi, il problema di Fermat asintotico, le condizioni di Wieferich, la congettura originale di
Hall, la congettura di Szpiro, le coppie di Brown e i numeri forti o potenti, la congettura di
Erdos-Mollin-Walsh, lacongetturadi Mordell, i risultati di Elkies, Bombieri e Granville.

Una sua soluzione positiva, ciog, porta come effetto domino alla soluzione di altre congetture.
Su essa lo studio confluisce anche nel settore della computazione a forza bruta, per la ricerca di
triple che soddisfano la congettura stessa.

L articolo € soprattutto un tentativo per avvicinare il lettore alla congettura ed, inoltre,
costituisce una breve esposizione delle principali informazioni disponibili sull’argomento.

Introduzione
Chiamiamo con P I’insieme dei numeri primi.

Definizione
Per n ¢ P, supponiamo n= p*- py - ... - p; dovei p; sono numeri primi distinti e gli & numeri interi.

Si definisceradicale di n la quantita:
rm=mp P P

In altri termini il radicale di n eil prodotto dei suoi fattori privi di potenza.

Nota: nel seguito dell ‘articolo ged indica il MCD e deg il grado di un polinomio. Inoltre useremo la notazione x(t) << y(t) come equivalente a x(t) =
O(y(t)), il chevual dire che esiste un CeR, C>0 tale che x(t)<= C y(t). Il simbolo /Zindica, invece, la fine di una dimostrazione.

Congettura abc (formulazione di Oesterlé)



Se consideriamo triple non banali di numeri interi con a,b,c > 0 e tali che: a+ b = c e gcd(ab) =1
dloraé:
logmax(|al,|bl.[c]) __ logc

L=L(ab,c)= logr (abe) ~ logr (abc)

elefunzioni L sono limitate.

Congettura abc (formulazione di Masser)
Per ogni €>0 esiste una costante universale positiva p(g) tale che:

l+e

max(|al,|bl.|c]) = c < u(e)r(abc)
Vediamo alcuni Lemmi utili per il prosieguo.

Lemma 1
Sotto le ipotesi della congettura abc, lafunzione r(n) & una funzione moltiplicativa.

Dim.
Questo € garantito da gcd(a,b)=1. (I

Lemma 2
Per tutti glin ¢ P, @sempre r(n)<n.

Dim.
E’ una conseguenza della definizione di radicale. [

Per il prosieguo occorre comprendere perché e importante la £ nella formulazione di Masser; atal
proposito useremo un esempio di Wojtek Jastrzebowski e Dan Spielman riportato da Serge Lang [1].

Lemma 3
Supponiamo che a, =3* ~1,b =1,c, =3* ,neP. | tre valori sono scelti in modo da rispettare la

congettura abc: a, + by, = ¢, Dimostriamo che 2" |3% —1.

Dim.

Per n=1 & evidente che 23> 1.

Assumiamo che sia vero anche per induzione per n =k, ciog: 2 |32k -1.

Ora possiamo scrivere che:
P 1=32 1= (F ) 1=

Per ladifferenzadei quadrati a®-1=(a-1)(a+1) allora diventa:
= (3 -1(3 +1)

Poiché per induzione & 2|3% —1 e 2| 3% +1perché il termine a destra & pari, quindi & vero che
2113”" _1 e per induzione & vero che 2" |3* -1.0



Lemma 4
Nella congettura abc € necessario «.

Dim.
Supponiamo an=32”_lbn=lcn=32”,nep e che per assurdo che esista un p tale che
c,<u-r(abce,).

Ora dalla ipotes per assurdo e dalla definizione della congettura abc nella formulazione di Masser
s hache

max(| &, .|b, l.|c, ) =¢, =3
32” < M- r(anbnc;n) =
=ur(|3F -1-1.3) =

Se sfruttiamo il Lemma 1 ed il concetto di radicale sul termine 1. 3% otteniamo che:
=u-31(3 -1) =
213 -1

3 -1,

=u-3-r
w31 ( o

Se sfruttiamo il Lemma 3 ed il concetto di radicale s ha:

3 —1|

=u-3-2-r( )

Per cui s e arrivati alla conclusione che:

2n
P <432 r(3 1,

Moltiplicando entrambi i lati per 2" e dividendo per , si ottiene che:

32” -1

2"<u-6-

Se si passa al limite n-> oo ladisuguaglianzafallisce, cioe esiste una contraddizione! Quindi p deve
dipendere per forzadas. [

Main che modo p dipende dac ?

Lemma5
Nella congettura abc p(e) variainversamente ae. [Non lo dimostriamo].



L a congettura polinomiale abc

Definizione

Sia p(t) un polinomio i cui coefficienti appartengono ad un campo algebricamente chiuso® di
caratteristica 0°. Diciamo no(p) il numero di zeri distinti di p(t), ovvero il numero di zeri di
molteplicita 1 del polinomio.

Nel seguito faremo notare la somiglianza tra Teorema di Mason e la congettura abc nella forma di
Masser.

Teoremadi Mason
Siano a(t),b(t),c(t) tre polinomi i cui coefficienti appartengono ad un campo algebricamente chiuso
di caratteristica 0. Supponiamo a(t), b(t), c(t) relativamente primi tra loro e che a(t) + b(t) = c(t);
dloraé:

max deg{a(t), b(t), o(t)} < ny(a(t) - b(t) -¢(t)) -1

Dim.

a+b:c:>§+9:1 oraseponiamof =alc,g=blc, dlorae:f+g=1
cC C

Differenziando s ottiene che;

fl
f’+g’:Odacuié:f—'f+g—-g=0:>g~g:—f—~f percuié:gz—f,
f g g f f 9
g
e _ .. b g
Poichéa=f c,b=gcaloradaqui e 3°7 dacui e
a
v
b f
)
a g (1)
g

Definiamo con R(t) una funzione razionale con p; le radici distinte del numeratore e del
denominatore; aloraé:

1 Un campo F € detto algebricamente chiuso se ogni polinomio di grado aimeno 1, a coefficienti in F, haunaradice in F (cioé un elemento x tale che
il valore del polinomio in x & I'elemento neutro dell'addizione in F). Ad esempio, il campo dei numeri reali non e algebricamente chiuso, perché
I'equazione polinomiale 3x? + 1 = 0 non ha soluzioni nei reali, anche se entrambi i suoi coefficienti (3 e 1) sono reali. Al contrario, il campo dei
numeri complessi € algebricamente chiuso: questo € cio che affermail teorema fondamentale dell'algebra

Dato un campo F, I'affermazione “F € algebricamente chiuso” & equivaente ad ognuna delle seguenti:

®  Ogni polinomio p(x) di grado n> 1, acoefficienti in F, & decomponibilein fattori lineari. In atre parole, vi sono elementi k, Xq, Xz, ..., X
del campo F tali che p(x) = K(X — X()(X = X2) ==+ (X — Xp)-

e |l campo F non possiede estensioni algebriche proprie.

21l piu piccolo intero positivo ntale chen-1 =0; qui n-1 staper lasommadi nsommandi 1+ 1+ 1+ ... + 1. Seuntaleintero non esiste si dice chela
caratteristica del campo € zero. Ogni caratteristica diversa da zero € un numero primo. Ad es. i campi dei numeri razionali, dei numeri reali e dei
numeri p-adici hanno caratteristica 0, mentre il campo finito Zp ha caratteristicap.



Rt =] (t-p)"*

con g € Z che rappresenta la molteplicitadellaradice ed &

> 0 se t-p, anumeratore
<0 set-p, adenominatore
Per cui é&:

. R®)
R =Sa
0=29%",)

Rl(t) — qi 2
R(®) Z (t-p) @

Il vantaggio della (2) e che lamolteplicitadelle radici € adesso 1.

Supponiamo che:

at)=[ [t-a)" b) =] [(t- )" c® =] [ t-»)"*

Usando la(1) ela(2) s ottiene:

f m r
b f Z(t—ai) ;(t—m
LR ©
g n _z e
g T (t-8) Tt-x)

Un comune denominatore tra numeratore e denominatore della (3), con a, b, ¢ relativamente primi,
€

D) =] [t-a)] [t-B] [(t-7)
Dove: deg(D(t)) = n,(abc)

Ora s osserva che se b=0 deg(fT) =-w se a=0 deg(g—) =—c0; mentre se né a=0 né b=0 alora
g

deg(%) = deg(%l) =-1. Di conseguenza: deg(D -%) <n,(abc)-1 e deg(D -%) <n,(abc)-1

b _fo fr '
Dala(l) s ottiene pero: — = — che e equivalente adire che —a~D—:b~Dg
a p9 f g

g

Poiché gcd(a,b)=1 dlorae:
al D%: deg(a) <n,(abc)-1  (4)



Analogamente si puo dire che:

deg(b) < n,(abc) -1 )
Daqui & deg(c) < max {deg(a), deg(b)} (6)
Da(4)(5)(6) s ottiene che: max{deg(a),deg(b),deg(c)} <ny(a(t)b(t)c(t))-1.0

Corollario (Teorema di Fermat per i polinomi)
Siano a(t),b(t),c(t) tre polinomi i cui coefficienti appartengono ad un campo algebricamente chiuso
di caratteristicaO etali che almeno uno di grado > O; allora

X(t)" + y(t)" =c(t)"
Non ha soluzioni per n>3.
Dim.
Da Teoremadi Mason s hache;

deg(x(t)") = n-deg(x(t)) < deg(x(t)) + deg(y(t)) + deg(z(t)) -1

Se nella parte sinistra a x(t) aggiungiamo y(t) e z(t) otteniamo che:
n-[deg(x(t)) + deg(y(t)) + deg(z(t))] < Jdeg(x(t)) + deg(y(t)) + deg(z(t))] -3

Il che éin contrasto con n>3. (J

Nel seguito esamineremo una serie di ulteriori conseguenze.

Congettura della forma debole del Teorema di Fermat (problema asintotico di Fer mat)
Se évero u(e) aloraesiste un NeZ tale che per n>N

Xn + yn — Zn
Dove gcd(x,y,z)=1, ha solo soluzioni banali negli Interi.

Teorema
La congettura abc implicala congettura del problemaasintotico di Fermat.

Dim.
Dalla congettura abc formulazione di Masser dovremmo scrivere che:

N & 1+§
| X" < y(g)r(xyz)

N & 1+%
|y ISu(E)r(XyZ)

n P2y 1+§
| 2" [ u(g)r(xyz)

Dacui:



|3+s

n n n n 1+£
|X"[-1y" -1 2" Elyz'< (I yz ] 2)° =| xyz
Orase [xyz|>1 dloran e limitato; altrimenti |xyz|<=1 ed almeno uno degli interi e nullo. [

Danotareil ruolo avuto da p(e); in particolare la sceltadi € determinail valore di N.

Congetture classiche influenzate dalla congettura abc
In questa seconda parte esamineremo alcune congettura influenzate dalla congettura abc su cui non
presenteremo dimostrazioni, che sono, invece, presenti in [2][4].

Condizione di Wieferich
Definizione
Un numero primo peZ soddisfa la condizione di Wieferich se e solo se 2! £ 1 mod p

Congetturainfinita dei numeri primi di Wieferich
Esistono infiniti numeri primi che soddisfano la condizione di Wieferich.

Teorema
La congettura abc implica che é verala congettura dell’infinita dei numeri primi di Wieferich.

Dim.
Vedi [2] e dimostrazione di Silverman.

Congetturaoriginaledi Hall
Siano u, v due numeri interi non nulli e relativamente primi tali che u®-v?# 0, aloraé:

| u3_v2|>>|u|l/2-e

Teorema
La congettura abc implicala congettura originale di Hall.

Dim.
Vedi [2], dimostrazione dovuta a Lang.

Richiamo teorico
Oesterle sappiamo che si ispiro alla congettura di Szpiro. Ricordiamo che una equazione ellittica[3]
di Welestrass e dellaforma:

E:y*=x—ux+Vv
doveu, Vv e Z.

Il discriminante di E & indicato con A =16(4u®—-27v?) ; mentre il discriminante del polinomio
cubico & indicato con D = 4u® - 27v*. Viene definita conduttore di E, per i primi peZ, la quantita

c(E) :H p™, dove
p

0 selariduzione di E & non singolare
fp =<1 selariduzione di E & moltiplicativa
2+ 0 p selariduzione di E & additiva



o p € una costante indipendente limitata della curva, con 6 p =0 se p>5.
In generale er(D) <= c(E).

Congetturaoriginale di Szpiro
Assumendo una equazione di Weierstrass con il discriminante D di un polinomio cubico e c(E) il
conduttore dell’equazione, allora &

|D k< r(D)** < ¢(E)***
Teorema
La congettura abc implicala congettura originale di Szpiro.

Dim.
Vedi [2]. La dimostrazione sfrutta i risultati della prova della congettura di Hall; in particolare la
congettura abc e la congettura di Szpiro sono equivalenti.

Definizione
Le coppie di interi che soddisfano il problema di Brocard n! + 1 = m? sono dette coppie di Brown.

Teorema
La congettura abc implica che esistono solo un numero finito di coppie di Brown.

Dim.
Vedi [4].

Definizione
Per neP , n & detto numero potente se per ogni primo p che divide n, p® divide n.

Congettura Erdos-Mollin-Walsh
Non esistono tre numeri interi consecutivi potenti.

Teorema
La congettura abc implicache l’insieme di triple di interi consecutivi e potenti € finito.

Congetturadi Mordell
Unacurvadi genus > 1 definita sopra un campo numerico K, ha solo molti e finiti punti razionali su
K.

Teorema
La congettura abc per campi numerici implica la congettura di Mordell sopra un qualsias campo
numerico.

Dim.
Vedi [5].

Teoremadi Roth

ha soltanto un

2+e

Per ¢>0, per ogni numero agebrico o I’ineguaglianza diofantea |a—§|<

numero finito di soluzioni.



Teorema

1
~— Per un numero

La congettura abc implica che, per la condizione del Teorema di Roth |« — P [>
q

-1/2

finito di frazioni p/q in forma ridotta, dove k = C(«)-(logq)™*- (loglogq) ' per qualche costante

C(«) dipende solo da c.

Dim.
Vedi [6].

Teorema
La congettura abc implica che per un polinomio F(x) a coefficienti interi, senza radici ripetute e
contenente 1, allora F(n) € libero di quadrati per infiniti interi n.

Dim.
Vedi [7].

Le“Good triples”
Ritorniamo alla formulazione di Oesterle della congettura abc. |11 problema di Oesterlé era di vedere
selefunzioni L sono limitate.

Teorema A
Lacongettura abc & validase e solo se limsup{L} <1.

Dim.(Vedi [2])
Supponiamo verala congettura, allora &
1+e
L=L(ab,c)= logmax(jal|bl.[c]) _log|u(e)-r(abe)™ | _ logu(e)
logr (abc) logr (abc) logr (abc)

+1+¢

Per >0, fissiamo k = p(e).

Noi vogliamo che: _logk < ¢, per un numero finito di triple (a,b,c), il che € equivalente a:
logr (abc)
logr (abc) > logk
&
oppure &
logk

r(abc) > M = exp(

— )
Questo risultato afferma che in base alla congettura abc esistono solo un numero finito di triple il
cui radicale e limitato superiormente: r(abc) <M

Supponiamo adesso che limsup{L} <1. Cio &vero see solo se:

limsup __loge, sl:>|Og—C”£l+g per n grandi
logr(a,b,c,) logr(a,b,c,)



Quindi per qualche n>N risulta ¢, <r(ab.c, )"

Scegliendo le costanti pi(e) per ogni i tale che: ¢ < i (g)-r(abc)™ allora ¢, <y, (£)-r(abc)™** per
tutti gli n

In[2] si vede che se'si consideral’esempio a, =3% —1,b =1,¢c,=3* ,neP risultaL,> 1 ecome
conseguenza si ottiene il seguente Teorema.

Teorema B
Lacongettura abc é validase e solo se limsup{L} =1.

Definizione
Vengono definite “good triples” le triple (a,b,c) tali che L>1.4.

Da TeoremaB s ottiene il seguente Corollario.

Corollario
Se la congettura abc e vera vi sono solo un numero finito di “good triples”.

Listadelle“good triples”
Fino a 2002 erano note solo 152, oggi sono circa 228 “good triples” (Vedi [2][8][9][10]).

Riferimenti

[1] Lang, Serge - Old and New Conjectured Diophantine Equations.

Bulletin of the American Mathematical Society Volume 23, Number 1, July 1990, 37-75.

[2] Jeffrey Paul Whiler (august 2002) — A Thesis — The abc conjecture

[3] Wikipedia http://en.wikipedia.org/wiki/Elliptic_curve

[4] Overholt Marius - The Diophantine Equation n! + 1 = m? - Bull. Lond. Math. Soc. 25, No. 2, 104
(1993).

[5] Elkies, Noam D. - abc Implies Mordell - Int. Math. Res. Not. 1991, No. 7, 99-109 (1991).

[6] Bombieri, E. - Roth's Theorem and the abc Conjecture - Preprint (1994).

[7] Granville, Andrew - ABC allows us to count squarefrees.- Int. Math. Res. Not. 1998, No. 19,
991-1009 (1998).

[10] 'hitp://en.wikipedia.org/wiki/Abc_conjecture

10


http://en.wikipedia.org/wiki/Elliptic_curve
http://www.math.leidenuniv.nl/~desmit/abc/?set=2
http://www.math.unicaen.fr/~nitaj/abc.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Abc_conjecture

This document was created with Win2PDF available at http://www.win2pdf.com.
The unregistered version of Win2PDF is for evaluation or non-commercial use only.



http://www.win2pdf.com

