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Abstract

In this paper we show our mathematical concept of "abundance of Goldbach" useful to explain fluctuations
in the number of pairs (or partitions) Goldbach for an even number N from the two nearest even number
(N-2 and N +2) the number of their inputs. Demonstrate how, based on this concept, even numbers with
the highest number of Goldbach pairs over all even numbers are the numbers above primorials, p #, and
their multiples, and to a lesser extent, also the factor and their multiples (which keep the abundance of
primordial or Goldbach initial factorial) (Ref.1)

Introduzione

In questo articolo tratteremo il nostro nuovo concetto di “abbondanza di Goldbach”,
utile a comprendere meglio le oscillazioni del numero di coppie di Goldbach per un
numero pari N rispetto ai numeri pari vicini (N - 2 ed N + 2), oscillazioni illustrate in
un grafico di tipo comet, riportato alla voce di Wikipedia “Goldbach’s Conjecture”, e
che anche noi riporteremo nell’apposito paragrafo. Dimostreremo anche come i
numeri pari con il piu alto numero di coppie di Goldbach sono i numeri primoriali
p#, e i loro multipli fino a (p+1)#, seguiti dai fattoriali n! e i loro multipli fino a
(n+1)!, che conservano il numero dell’abbondanza del primordiale o fattoriale
iniziale.

Ovviamente i numeri di coppie di Goldbach G(N) di tali numeri e loro multipli si
trovano sulla curva superiore del suddetto grafico tipo comet , mentre nella curva
inferiore si trovano i numeri di coppie di Goldbach dei numeri pari con pochissimi
fattori: per esempio 2 e un numero primo, quindi N = 2p; tra queste due curve,
tutti i casi intermedi per tutti gli altri numeri pari, con piu fattori, tra i quali piccoli
primordiali (per es. 6, 30, 210, ecc., Rif.1)) o piccoli fattoriali (per es. 6, 24, 120, ecc.)
che fanno conservare ai loro multipli la loro abbondanza di Goldbach.

Breve dimostrazione della congettura di Goldbach

Vogliamo qui ricordare brevemente la nostra dimostrazione della congettura di
Goldbach (Rif.1) e procedimento per la formazione delle coppie e delle terne di
Goldbach (Rif.4).

Altre dimostrazioni della congettura di Goldbach si basano sui numeri primi fino ad
N pari disposti su una linea orizzontale, mentre noi abbiamo piegato (nel punto N/2)
tale linea, formando due colonne affiancate, con i numeri primi p fino a N/2 nella
colonna di sinistra, e i numeri primi g nella colonna di destra, per meglio evidenziare
la formazione delle somme (coppie) di Goldbach p + g =N, e possibili relazioni con i
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prodotti di Goldbach p * g = N’, connessi all’algoritmo di fattorizzazione veloce (di
Fermat) (Rif. 7, Rif. 8).

Tale procedimento é ripreso in (1), per dimostrare I'abbondanza di Goldbach per 7#
=210, e al quale si rimanda. La nostra dimostrazione di Goldbach (Rif. 2) si basa
sulla frequenza dei numeri primi da 1 a N/2, perché & (N/2)/log N, e dei numeri
primi da N/2 ad N, anch’essa di N/log N.

La probabilita che due numeri primi di entrambe le colonne di essere sulla stessa
riga (e quindi di formare una coppia di Goldbach), & quindi N/(log N)*2, com’e gia
noto agli studiosi della congettura di Goldbach.

Questo anche perché i numeri primi di entrambe le colonne si equivalgono, cioe TT1
(N/2) ~ Tt2(N/2), indicando con TU1 il numero dei numeri primi nella prima meta di

N e con T2 il numero dei primi nella seconda meta di N, di solito equivalenti, o
differenti di qualche unita.

Per esempio per N = 100 ci sono 15 numeri primi fino a 50 e 10 da 50 a 100; cosicché per N = 100 avremo g(100 =
100* (1/15 * 1/10) = 100*0,06*0,1 = 100*0,06 = 6, valore reale di G(100). Il che significa che per N = 100 ci sono
statisticamente 6 possibilita di formare sei coppie di Goldbach, e infatti il valore reale € proprio 6 coppie di
Goldbach, mentre la stima empirica logaritmica 100/(log100)*2 abbiamo 100/4,6072 = 100/21,20 = 4,71 valore
approssimativo per difetto) rispetto al valore reale G(100) = 6.

Poiché la congettura di Goldbach sarebbe falsa se e solo se, per assurdo, in una
delle due meta di N non ci fossero numeri primi, e quindi non si possono formare
coppie di primi e quindi di Goldbach. Poiché questo in realta non avviene mai,
nemmeno per i numeri pari piu piccoli (4, 6, 8, 10, ecc.) per i quali in realta c’e
sempre una coppia di Goldbach, e per i numeri piu grandi il numero di coppie
cresce sempre piu : ecco anche e soprattutto perché la congettura di Goldbach &
vera (ora abbiamo capito meglio come, grazie al concetto di abbondanza di
Goldbach, per spiegare le irregolarita o oscillazioni, del numero G(N) di coppie di
Goldbach).

| numeri primi delle due colonne p + g = N sono anche quellila cuisommaeN, i
numeri pari sulle diagonali del nostro reticolo di cui al Rif.2 .

Di conseguenza €& vera anche la congettura debole di Goldbach (Rif.4), poiché un
numero dispari D meno un numero primo ( e quindi dispari anch’esso) da un
numero pari N e somma (G(N) volte) di due numeri primi, cosicché abbiamo tre
numeri primi con somma D. Anche questi, come vedremo nel capitolo sulle
conseguenze positive dell’abbondanza di Goldbach anche per la congettura debole .
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Altre dimostrazioni proposte utilizzano reticoli simili, ma piu complicati del nostro.

Definizione dell’abbondanza di Goldbach
Definiamo ora I'abbondanza r di Goldbach come il rapporto piu alto tra il numero
G(N) di coppie di Goldbach per un numero pari N multiplo di 6, e quindi di forma 6k,
per il numero di coppie di Goldbach per i due numeri pari immediatamente
adiacenti, e quindi N+2:

r ~ G(N)/G(N+2)

(vedi esempi in Rif.1). Tale abbondanza e crescente e caratteristica per ogni
primoriale pn#, e viene praticamente conservata da tutti i suoi multipli, fino al
prossimo primoriale (pn+1)#; per esempio:

n# r
3#=6 ~1
5# =30 ~ 2,4

7#=210 ~ 3,16

(vedi Rif. 1, pag. 7)

Legame dei primoriali e fattoriali con I'abbondanza di Goldbach

| primoriali sono connessi all’labbondanza di Goldbach poiché i numeri N primordiali,
necessariamente pari poiché hanno sempre il fattore iniziale 2, sono i numeri che
hanno un numero G(N) di coppie di Goldbach superiore rispetto a tutti i numeri pari
precedenti, avendo la maggiore abbondanza di Goldbach. Per un primoriale, il suo
numero G(N) di coppie di Goldbach si puo stimare approssimativamente con la
formula logaritmica :

G(N) = G(p#) ~ r* N+2/log(N+2)*2

Per esempio:

G(7#) ~ G(210) ~ 3,16*212/log(212)"2= 23,35 un po’ in eccesso rispetto al valore reale 19 . Con la stima minima
logaritmica, avremo invece: G(210) ~ 210/(log 210)*2 = 7,34 molto pil basso.

Idem per i fattoriali, che hanno un’abbondanza di Goldbach un po’ inferiore a quella
dei primoriali (mediamente del 20% circa, Rif.1 pag.7)

Grafico Comet
In figura riportiamo i valori delle coppie di Goldbach e I'andamento & un tipico
grafico comet.
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Relazione con log log N
Nel Rif.5 abbiamo notato la lentezza della funzione abbondanza tradizionale

r' = o(n)/n

per i fattoriali e i numeri superabbondanti (loro multipli), abbiamo collegato tale
lentezza alla funzione S (vedi Rif.6) connessa alla stima logaritmica log(log (N), e
abbiamo pensato bene di connetterla anche all’abbondanza di Goldbach per i
primordiali con la semplice relazione:

r ~2log(log N),

Questa relazione ci permette di stimare con buona approssimazione il numero di
coppie di Goldbach per i primordiali, e loro piccoli multipli, senza bisogno di
calcolare G(N+2), essendo questi due valori molto vicini a N/(log N)*2, stima minima
per i numeri pari senza fattori 2 e 3, e quindi senza primordiali come fattori, per es.
6, 30, 210, ecc.; e quindi con abbondanza convenzionale r = 1.

Se N e un primoriale p# o un suo piccolo multiplo (fino al prossimo numero primo,
dove subentra il prossimo primordiale), basta moltiplicare tale stima minima per r,
e avremo una stima molto piu precisa di G(p#) e di multipli di p#; i valori reali di tali
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stime che tengono conto di r, si troveranno sulla curva superiore del grafico, mentre
ovviamente i valori delle stime minime si troveranno sulla curva inferiore del
grafico; quindi:

G(p#) ~ r * p#/(log p#)"2

Per fare un esempio per p# molto grande, che sara confermato con i nuovi algoritmi per il calcolo di G(N) per N
molto grandi, oltre il miliardo, e che stiamo preparando), prendiamo p# = 29 e stimiamo come sopra il suo
possibile numero G(294#) di coppie di Goldbach: 29# = 6 469 693 230 r ~ 2loglog 6 469 693 230 ~ 6,2350
(log29#)"2 = 510,3259.

Stima minima canonica: 6 469 693 230/510,3259 = 12 677 571,78. Stima pili precisa tramite 'abbondanza di
Goldbach: G(294#) ~ 6,2350*12 677 571, 78 = 79 045 288, 73

Circa 79 milioni di coppie di Goldbach, una stima molto piu realistica della stima
minima canonica di 12 677 571 con la formula logaritmica finora nota ai matematici,
e cioe:

G(N) ~ N/(log n)"2

Ecco, quindi, come il concetto di abbondanza di Goldbach puo essere utilissimo a
conoscere meglio la congettura di Goldbach e le formule matematiche che la
riguardano. E quindi anche i grafici che abbiamo riportato precedentemente, ora
sono comprensibili grazie al nostro concetto di abbondanza di Goldbach, che spiega
le oscillazioni del numero di G(N) per numeri pari N molto vicini, per esempio N=6k
ed N = 6k+2, proprio a causa dei diversi fattori dei due tipi di numeri; oscillazioni
che hanno finora fatto temere che la congettura di Goldbach non fosse valida per
qualche N, per il quale si potrebbe avere G(N) = 0; ma la stima minima logaritmica
sempre crescente, apposite tabelle e tabulati e il grafico visto precedentemente
(con stima minima = curva inferiore sempre crescente), ed altre considerazioni, ci
danno ora la certezza che la stima minima non si azzera mai al crescere di N, a
conferma della verita della congettura.

Relazioni tra 'abbondanza di Goldbach e la congettura debole di Goldbach

La dimostrazione della congettura debole di Goldbach comporta anche la
dimostrazione della congettura debole, N dispari > 7 come somma di tre primi,
anche con ripetizione di qualcuno di essi, e quindi non necessariamente distinti; vedi
Rif. 4 per tabelle ed esempi.

Relazioni con la RH

La dimostrazione della congettura di Goldbach ha diverse relazioni con l'ipotesi di
Riemann (RH), e con ipotesi RH equivalenti (RH1, in cui € coinvolta la funzione o(n) e
quindi anche I'abbondanza tradizionale r’ = o(n)/n, vedi Rif. 5, Rif.8, Rif.10, Rif.11.



In questo lavoro accenniamo solo alla funzione S = somma degli inversi dei numeri
primi, che ci ha suggerito la stima dell’abbondanza dei primoriali

r ~ 2loglog p#

mentre S ~ log log N, che € connessa alla RH tramite il Rif.6, e che brevemente
riassumiamo: per valori di N prossimi a 10710710000, l'altezza della parte
immaginaria degli zeri di zeta, la funzione S raggiungerebbe il valore 100, e qualche
zero potrebbe giacere fuori dalla retta critica 2. Questo perd non e ancora certo, e
quindi tutto da dimostrare.

Come pure e da approfondire la connessione tra I'abbondanza di Goldbach r e il
valore 2loglog p#, che perdo, come abbiamo visto, funziona per la stima
approssimativa di r.

Ricordiamo che per la RH1 (Rif.5), vi & coinvolto il numero armonico Hn, dato dalla
somma degli inversi dei numeri naturali, mentre in r € coinvolta la funzione S
somma degli inversi dei numeri primi (Rif. 12 sull’ipotesi RH equivalente dei numeri
naturali).

Sempre per il rif. 12, in pratica e:
2G(N+2) <= G(N) < N/log N

Il rapporto a destra € la funzione di conteggio dei numeri primi. La relazione sembra
dire che “all’aumentare di N, aumentano i numeri primi (con una velocita maggiore
inizialmente e pilu lenta successivamente) e le coppie di Goldbach si comportano allo
stesso modo; ma sono minori della funzione di conteggio dei numeri primi e
sicuramente maggiori del doppio di N+2. Quindi per i numeri successivi le coppie
crescono lentamente, anche se aumentando N aumentano di nuovo i primi, che
sono infiniti. Per cui e difficile che G(N) si azzeri, anche se questo la relazione di
prima non lo dice in assoluto”.

RH equivalente di Landau

Nella parte precedente si € notato come nella composizione delle coppie riferite ad
un numero pari influiscono i fattori che lo costituiscono, che partecipano al concetto
di abbondanza, e che le oscillazioni sono dovute essenzialmente a questo.

Un’altra strada che connette in qualche modo, attraverso I'abbondanza e i fattori
primi, la congettura di Goldbach e lipotesi di Riemann € una RH equivalente che



afferma: “il numero di interi con un numero di fattori primi pari & lo stesso del
numero di interi con fattori primi dispari”.

Definiamo la funzione Lampda di Liouville:
/(n)=( "

Dove Q(n) e la bigomega, ovvero il numero di fattori primi anche con molteplicita.
Concetto che sappiamo e presente anche nell’abbondanza di Goldbach.

Es: A(2)= A(3)= A(5)= \(8)=-1 oppure A(1)= A(4)= A(6)= \(9)= A(10)=1

Allora preso un €>0, la RH equivalente citata prima e possibile riscriverla nel
seguente modo (Teorema di Landau (1899)):

[+ £2) +. )
n1/2+e

lim
Se consideriamo la sequenza
{re.,.={11-11-11-1,111-1,1,1-1,1,1,1,1,1,-1,1, ..}

e prendiamo una coppia di numeri come punti su un grafico, si ottiene un plot come nella la figura
successiva, che assomiglia ad un fAcammino

La precedente relazione del Teorema di Landau € riscrivibile anche nel seguente
modo:

gn= O +@ + @y e

Nel 1919 Polya formulo la congettura che se definiamo L(x):=8 /(n)allora L(x) =0

n=1

per x=2, ma fu dimostrata scorretta da Haselgrove nel 1958.

r
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Il legame della funzione di Liouville con la zeta di Riemann fu mostrato da Hardy e
Wright:

z(2s) _ A RN )
29 Ok ) A

Sempre Landau nel 1899 mostro (Teorema 2 di Landau) che la relazione

a/(n
n=1 -0
X

é equivalente al Teorema dei numeri primi (TNP).

Da tutto questo, una possibile cosa da approfondire per Goldbach potrebbe essere il
comportamento della y o di A per diversi valori di G (ad esempio per i primoriali e
per i fattoriali)(*) ed eventuali rapporti legati ad essi. In ogni caso r tende ad
aumentare al crescere di N.

Sempre relativamente a questo discorso dei fattori primi presenti in N per Goldbach
si potrebbe considerare anche la funzione di Moebius.

Teoria delle stringhe

Esistono legami tra la zeta di Riemann e la teoria delle stringhe; per cui sapendo del
legame tra Goldbach e Riemann e inevitabile un legame con la teoria delle stringhe
(Rif.13, Rif. 14).

Fattorizzazioni: Goldbach, Riemann e frazioni continue

Se si parla di fattorizzazione, senza usare la RH , si € visto che e possibile farlo
usando anche la congettura di Goldbach (Rif. 11, Rif. 17, Rif. 18). Poiché & noto il
legame tra fattorizzazione e frazioni continue e tra frazioni continue e Riemann (Rif.

Ad esempio per i primoriali si scopre che y & sempre pari, negativo, crescente in valore assoluto mentre A & alternativamente 1 e -1.

p:3 p#:6 G:1 r: 1.000000000000000000000000000 gamma: 0 lampda : 1
p:5 p#:30 G:3 r: 1.500000000000000000000000000 gamma : -4 lampda: -1
p:7 p#:210 G:19 r: 3.166666666666666666666666667 gamma :-10 lampda: 1
p:11 p#:2310 G: 114 r: 3.257142857142857142857142857 gamma : -20 lampda : -1
p:13 p# : 30030 G: 905 r: 4.022222222222222222222222222 gamma : -86 lampda : 1
p:17 p#:510510 G: 9493 r: 4.187472430524922805469783855 gamma :-372 lampda: -1
p:19 p#: 9699690 G: 124180 r: 4.343780607247796278158667973 gamma :-1574 lampda: 1

Per i fattoriali y € sempre pari, negativo, crescente in valore assoluto mentre A NON é alternativamente 1 e -1

i:3 il:6 G:1 r: 1.000000000000000000000000000 gamma: 0 lampda : 1
i:4 il:24 G:3 r: 1.000000000000000000000000000 gamma : -2 lampda : 1
i:5 il:120 G: 12 r: 3.000000000000000000000000000 gamma :-10 lampda : -1
i:6 il:720 G:39 r: 2.785714285714285714285714286 gamma : -24 lampda: -1
i:7 il : 5040 G: 184 r: 3.118644067796610169491525424 gamma : -50 lampda: 1
i:8 il:40320 G:951 r: 3.372340425531914893617021277 gamma :-178 lampda: -1
i:9 il:362880 G:5531 r: 2.753111000497760079641612743 gamma :-534 lampda: -1
i:10 il:3628800 G:38713 r: 3.049708523711989916495982354 gamma :-1530 lampda: -1



15) e evidente un legame tra frazioni continue e Goldbach, anche se & poco
sfruttabile.

Perché c’é un legame trafraziz Y A O2y iUAydzS S D2f Rol OKK
diofantea del primo ordine e del tipo:

ax+by=c

Questa ovviamente e simile alla espressione di Goldbach dove c ha il vincolo di
essere un numero pari. L'equazione diofantea ammette soluzione se ¢ € un multiplo
del Massimo comun divisore (gcd) di a e di b; che nel caso di Goldbach sono a=1 e
b=1; inoltre € noto c ma sono incognite x ed y.

Una equazione diofantea di questo genere é risolvibile proprio con un metodo
basato sulle frazioni continue; metodo dovuto a Lagrange e pubblicato da Eulero nel
suo “Algebra” del 1770 (un accenno nel Rif. 16). Nel caso di Goldbach, pero, tale
metodo sarebbe efficace solo se a e b non fossero uguali a 1; il che non e possibile
per il tipo di problema. L'equazione di Goldbach e semplicemente uguale a:
X+y=c

Dacui x=c—y (% .In altri termini noto il valore pari c si detraggono ad esso tutti i
numeri primi minori di ¢, fino a 2, e si deve rispettare la condizione che x deve
essere un numero primo, escludendo coppie gia trovare per simmetria.

Esempio

x =3 cony=7

x =5 con y=5

x =7 con y=3 da escludere per simmetria con la prima soluzione trovata
sey=2xnon e primo

Un’alternativa é I'’equazione x/y + 1= c/y, dove x/y e c/y devono essere valori interi
con x e y numeri primi. Ad esempio se c=10, possiamo scegliere y=5 da cui
I’equazione 1 + 1 = 2 & vera e con x/y=1 significa che x=5. Difatti 10=5+5. Questo
metodo, basato sulla seconda equazione non permette perdo come il primo di
trovare tutte le possibili soluzioni, ma solo quelle di cui c & un multiplo diy.

Nella libreria libThN.txt del sito www.gruppoeratostene.com sezione Software sono
mostrati in PARI/GP i metodi listGold(n) e getGold(N); mentre crackRSA(n) & la
scomposizione in fattori di un semiprimo sfruttando Goldbach (Rif.5).

dove si evidenzia una simmetria tipica nelle soluzioni delle equazioni: vedi la teoria dei gruppi di Galois


http://www.gruppoeratostene.com/

Conclusioni

Concludiamo questo lavoro sull’abbondanza di Goldbach, nuovo concetto utile a
spiegare il grafico comet, cosi come il grafico simile della funzione o(n) & coinvolto
nella RH1, che & vera e quindi per equivalenza, anche la RH, poiché o(n) & sempre
minore della funzione L(n) > o(n) ; questo per dire che la congettura di Goldbach
potrebbe essere un ponte tra fattorizzazione veloce, (con Ialgoritmo di
fattorizzazione di Fermat veramente veloce solo se p e g sono vicini e basato sulla
semisomma s =(p + q)/2 e semidifferenza d =(q - p)/2 con un nostro buon risultato s
~ JIN+Jd (’) ) e I'ipotesi di Riemann, avendo gia solide relazioni con entrambi i
problemi; relazioni ancora da approfondire meglio e che potrebbero portare alla
soluzione finale di entrambi i problemi (il primo probabilmente legato al problema
del millennio P = NP, il secondo esso stesso un altro problema del millennio).
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