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Una nota sullo sviluppo della derivata di ordine n (n intero positivo)
delle funzioni trigonometriche P(x) = Tan(x), e C(x) = Sec(x).
Considerazioni ed osservazioni
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Development of derivatives of order n (n positive integer) of the trigonometric
functions P(x) = Tan(x) and C(x) = Sec(x). Some remarks by

Pasquale Cutolo

Introduzione-

Con il presente studio 1’autore, utilizzando formule note, esamina lo sviluppo
delle derivate, di ordine (2n-1), e di ordine (2n), (n = 1,2,3,...), delle funzioni
trigonometriche P(x) = Tan(x), e C(x) = Sec(x), determinando le espressioni
che definiscono i coefficienti, in funzione di n, dei polinomi risultanti, ottenendo
formule complesse straordinarie ed inusuali. Alla fine viene aggiunta una

interessante applicazione.

Abstract :

In this report the author uses well known formulas to revisit the development

of the derivatives of order (2n-1) and (2n), (n = 1,2,3,...), of the trigonometric
functions P(x) = Tan(x) and C(x) = Sec(x).

The formulas for the functions of n giving the coefficients of the resulting
polynomial expansions are derived through unusual developments of impressive

complexity. In the conclusions an interesting application is presented.



A.0.0- Caso A - P(x) = Tan(x)
E’ nota la seguente relazione dei complementi:

T()(1-z) = SirZﬂz)’

0<z<l (A.0.0.01)

essendo, I'(z) = J-:tz’le’z , Re(z) >0, la ben nota funzione di Eulero di seconda specie.

Ponendo, nella (A.0.0.01), z = %— X, (x reale), e prendendo il logaritmo naturale

di ambo i membri della (A.0.0.01), otteniamo:

In F(% —x)+1In F(% + x) = In7w —In Cos(7x) (A.0.0.02)

Derivando, rispetto ad x, i due membri della (A.0.0.02), ricaviamo:

lP(% +x)— lP(% —x) = nlan(mx), (A.0.0.03)
I"(x)

essendo W(x) = , € Tan(mx) ¢ la tangente trigonometrica di (7x) .

X

-1
Ricordando che W(x) = | iy, (Ved. 1], 9541, pag. 1074), essendo
Y =0,5772156649 la costante di Eulero-Mascheroni, dalla (A.0.0.03) ricaviamo:

lt}c—l/2 _t—x—1/2 —u(x—1/2) —e —u(—x-1/2) _ wc u/2
- — — _"‘ —d —
X 1 dt=(t=e")= _[ o 1 du _[ u
h 1
r SinhW) 1 ()| <=, (A.0.0.04)
Smh(u/Z) 2

A.1.0- Derivata di ordine (2n-1) della funzione P(x) = Tan(x) .

Derivando, (2n-1) volte, la (A.0.0.04), rispetto ad x, troviamo:
= 1" Cosh(ux) ”

= " du = [aTan(m)]* " = 22y a, [Tan(mx)]*"
[ Sh2) [nTan(m)] Z W[Tan ()]

-2z

[} (—Dfe2marojenn (A.1.0.01)

l k>0
Non e difficile verificare la relazione:

[#Tan(me)]*" " = nz"iah[Tan(m)]zh (A.1.0.02)

e la relazione [Tan(x)]*" " = Za [ Tan(x)]™"

A.1.1 - Determinazione del termine noto a,del polinomio rappresentato

dallo sviluppo della funzione [Tan(x)]*"™" = Za h[Tan(x)]



Dalla (A.1.0.01) ricaviamo:

[ﬂTan(m)](anl) [ (1_ )](2?1 l) 272’- [Z(_l)ke—me(l+k)](2n—l) —
I %0
TV (2 + R e (A.1.1.01)
k=0

i =+/—1; sostituendo k a (1+k), abbiamo:

[ATan(mx)]®" ™" = 2*" " (—1)"2(—1)kk2"'le'2’”)‘k (A.1.1.02)
k=1
Ponendo, nella (A.1.0.01) e (A.1.1.02), x = 0, troviamo:
- u2n71
————du =n""a, = 2" " (-1)" —D* k! A.1.1.03
LSinh(M) 0 DNCY ( )

Osserviamo che:

Z(_l)k k2n71 — Z(Zk)2n71 _Z(2k _1)21171 —

k=1 k=1 k=1

Z(Zk)Zn—l _ [Z (zk _ 1)2n—l + Z(Zk)Zn—l _ Z(zk)Zn—l] —

k=1 k=1 k=1 k>1

=Y @ =Y kY @™ =27 =LA -2n); (A.1.1.04)
k=1 k=1 k=1

’

B
ricordando che { (1-2n) = —2—2" )

troviamo che: Z( Dk = 2% = 1) (- By, (A.1.1.05)

k=1
essendo B,, il numero di Bernoulli di indlce 2n, mentre {(s) ¢ la funzione

Zeta di Riemann, definita da: {(s) = Zki‘ ,Re(s)>1
k=1

Sostituendo il risultato della (A.1.1.05) nella (A.1.1.03), otteniamo:

B
nZnao - 22nn.2n(_1)n—1(22n _l)i
2n

Ricordando, inoltre, che (=1)""'B,, = |an , e semplificando, abbiamo:

B B
a, = 2% (=1)" (2% —1)2—21 = 22 (22 —1)|2i (A.1.1.06)

n
che rappresenta 1’espressione del termine noto, in funzione di n, del polinomio
n
Za h[Tan(x)]zh, di grado 2n.
h=0

Osserviamo che, per n intero positivo, a, risulta sempre intero positivo;

poiché |an ¢ dato dal rapporto di due numeri interi, indicando con p e q

detti numeri interi, (|an = p/q), I’espressione (A.1.1.06) indica che a, rappresenta

un numero che ¢ un multiplo intero del numero intero q e di 2n.
L’espressione di a, possiamo ricavarla anche utilizzando la relazione (A.1.1.03), infatti:
2n—1

) |
J- u—dl/t - n.Znao — f 2n—1 —u/ZZe ukd - 22 (2” 1)
0 Sinh(u/?2) =~ L ( . k)zn



=22n+1 1 | : ma,
) Z a1+ Zk)zn

k=0

1 1
kgs (1+26)> S 1+26) Z (2k)2" Z (2k)2" -

—= — = (1-27"¢(2n); (A.1.1.07)
;(kf ;’(Zk)2
22n_1ﬂ2
ricordando che:  {(2n) = ————|B,,|, (A.1.1.08)
(2n)!
(Ved. [1], 9.541, pag. 1074), otteniamo:
22n_1ﬂ2 5
22 (2 —1)! =21 2n-1I1-27"") =———|B, |=1"q,, A.1.1.09
( );(l Wﬂ (2n—1D( ) B, 0 ( )
B
da cui: a, = 2> (2™ —1)|i
2n

La relazione (A.1.1.06) ¢ stata verificata con un programma di matematica.
Riportiamo i valori di a, per n variabile da 1 a 10.
n=12 3 4, 5 6 7, 8, 9, 10
a, =1,2,16,272,7936, 353792, 22368256, 1903757312, 209865342976, 29088885112832
Dalla (A.1.1.09) ricaviamo:

2n _ 2n
y 1 _@"-pr” g

(A.1.1.10)

= (14 2k)™" 2(2n)! Bz

A.1.2. — Determinazione dell’espressione della Somma Za , » in funzione di n.
h=0

Utilizzando le relazioni (A.1.0.01) e (A.1.1.02), e ponendo, x = V4, troviamo:
EZnZah - 22n7r2n (_l)nZ(_l)k k2n—le—27l'ik/4 - 22}1”2}1 (_I)VIZ(_I)k k2n—l (_l)k , ClOé:

h=0 k=1 k21

Zah 22n( 1) Z( ) k2n 1 _ 22n( 1) [Z( 1) (2k)2n 1 +Z(l)2k l(2k 1)2}1 1
k=1 k=1 k=1
uguaghando le parti reali della precedente relazione, troviamo:

Zah— 22 (1" Y (=D* 2k

k=1

utlhzzando la (A.1.1.04), o la (A.1.1.05), abbiamo:
Y B
Zah — 22n22n71 (_l)n(22n _ 1)4(1 _ 2n ) — 24n71 (_1)n71 (22n _ 1)2_2" _—
n

24n1 22n 1 | 2n
( ) o

La relazione (A.1.2.01) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

(A.1.2.01)

Riportiamo i primi valori di Zah per n variabile da 1 a 10.
h=0

n=1, 2,3, 4,5 6,7, 8 9, 10



Zah =2,16, 512, 34816, 4063232, 724566016, 183240753152, 62382319599616,
27507470234550272, 15250953398036463616

Dividendo il risultato della (A.1.2.01) con quello della (A.1.1.06), otteniamo:
(Y a,a, =2 (A.1.2.02)
h=0

A.1.3 -Determinazione delle espressioni che definiscono, in funzione di n,

n
i coefficienti a, a, aj, ...,a, dei termini del polinomio z a,[Tan(x)]
h=0

Riprendiamo la formula indicata con (A.1.1.02)

[7Tan(n)]*" V= 7°"Y_ a,[Tan(w)]™" = 27 2" (D)"Y (=D k> e ™ (A.1.3.01)
h=0 k=1

: : 1. 1+it

e poniamo Tan(nx) =t,dacui: 7x = ArcTan(t) = ?ln _—

1 —1t

che sostituita nella (A.1.3.01) fornisce:
1+it
—kIn— lt

a,t* =27 (-1 Dfk? e = 22 (—] )k k2! ; A.1.3.02
Z (- );( ) (- );< )" (1+,t) ( )

derlvando la (A.1.3.02), (2h) volte, rispetto a t, e ponendo dopo, t = 0, abbiamo:
n n n— 1—it
a,(2h)! = [2*" (1) Z(—l)k k? 1(—,)" 125

k=1 1
lim 24 (2h
_ (2/1) — (2h=j) —k (j)
ora, [(1—it)* (1 +it)™* t_)();(] }(1 iN*] [(1+i)™]
2R\ Tk + (=) T(k+ j)(=i)’ 2h C(k+ j)
-y i -y [ ey ~=
~ Ck+1-2h+j)  T(k) i Lk +1-2h+ j)

2h
=Z( _ }(—l)h(k + =D+ j=2)(k+ j—2h+1);
j=0\ J
ricordiamo che nello sviluppo delle derivate abbiamo utilizzate le formule seguenti:

(n) a _ F(a + 1) n a-n , (n) -B — F(n + ﬁ) AN —B-n
D."”(a+bx) —F(a+1—n)b (a+bx)""; D" (a+bx) —F(ﬁ) (=b)" (a+bx) ,

(Ved. [5]);
inoltre, ricordiamo la ben nota relazione:

X(x-1)(x-2)..(x -n+1) = is(n,k)xk , (A.1.3.03)

dove i coefficienti s(n,k) rappresentano i numeri di Stirling di prima specie.
(Ved. [8])

A [ 2h 0 : : :
Pertanto: Z[ . }(—l) k+j-Dk+j=2)..(k+j-2h+]=

Jj=0

=i=”:[jh}( " Zs(zh Lu)k + j—1)" —Z[ }( " Zs(Zh 1@2( }p(j_l)u,,;

j=0 p=20
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quindi: @, (21)! = 27" (=D)" ) (=" k™ i(jh}_l)”zhzls(% - 1,u)2(u }p(j D=

k1 =0 u=0 20

=2 (=" (- 1)”):( ]Zzs 2h— luZ(b;](j—l)”"”Z(—l)kkz"”’;

20 k>l

sappiamo che {(-2n—2p)=0, [(n + p) intero > 0)], e quindi:

a,(2h)! = 2> (=1)" (- I)hZ( ]ZZS 2h—1,u Z(zp_1}j—1)”‘2P+1Z(_1)kk2n+2p—1;

u=0 p=1 k=1
ricordiamo che:

B
Z( 1) k2n+2p 1 _ (22n+2p I)C(l _ 2n _ 2p) — (22n+2p _ 1)(_ 2n+2p ) :
=i 2n+2p

quindi: a,(2h)! =

2n -l h2h s 1\u—2p+l 2n+2p Bln+2p .
=22 (=1)""(-1) Z(' Izs(zh lu)Z( )(, 1) 2 1)—2n+2p, (A.1.3.04)

j=0 =0 p>1
osserviamo che nello sviluppo della relazione precedente (A.1.3.04), al variare di j, u, p,
si presentano valori indeterminati (0°) . Per eliminare detti inconvenienti calcoliamo
I'espressione (A.1.3.04), perj=0, perj=1,eperj> 1.

Cosi operando, troviamo:

: & (2h 0 . . .
1) perj=0, Z[; }(—1) (k+j—D(k+j—2).(k+ j—2h+1)=

2h

=(=1)"k(k = 1)(k =2)...(k = 2h + 1) = (=1)" Z sQh,u)k" ;

[a,2M)1] =27 (D)"Y (=D* k> (=1) Zs(2h wk" =

k=1

=22 (=" (=" Zs(Zh W)Y (=Dfk =

k21

=22 (=" (=" Zs(Zh 2u)Y (~Df k=

k21

=2% (—1)"(—l)th(Zh,Zu)(22”+2“ —DEA-2n-2u)=

=22n (_1)n71(_1)hZh:S(Zh’zu)(22n+2u _1) B
u=0

2n+2u

2n+2u

: & (2h 0 . . .
2) perj=1, Z[, }(—1) (k+j—D(k+j—2).(k+ j—2h+1)=

2h—

=2hk(=1)" (k)(k —1)...(k — 2h + 2) = 2hk(~1)" Zs(2h Luk";

2h—

a,(2m)] . = 2*"(=1)" Z( D* k> 2hk(=1)" Zs(2h Luk"=
k=1
2h-1

— 22n+1 (_l)n h(_l)h ZS(Z]’[ _ I,M)Z (_l)kk2n+u —

u=0 k=1

h
=271 (=1)"h(-D" Y s(2h=12u—=1)) " (~1)*k*"**""; pertanto:

u=1 k=1



a,(2h)! = 2% (=)™ (=1)! Zs(Zh Q)2 ) Dy

2n+2u
+22n+l( 1) h( 1) Zs(zh 12” I)Z( 1) k2n+2ul
k=1
u B
+22n(_1)n71(_1)h ' S(Zh_l,u) J-_l)u72p+l(22n+2p _1) 2n+2p )
; J ; ; 2p-1 2n+2p

In definitiva, ricaviamo:

2% < B
_1 n-1 _1 h s 2]1,21/{ 22n+2u _1 2n+2u +
a0 )[;( I e

a, =

h B
+2hY s(2h—12u — 12> —1) 22wy
L X )2+ 2

u=1

[(u+1)/2] u B
+ 2h—1, 1) (22 ) 22 A.1.3.05
R 3 i N (1309

p=1

Ponendo, h = 0, nella (A.1.3.05), ritroviamo la formula (A.1.1.06):

B
ciog: a,= 2" (2*" —1)|i

2n
Per h = n, ricaviamo:
a = 22" [is(zn zu)(22n+2u _ ) B2n+2u +
! (2 ) u=0 2n + 2”

B
+ 2nz S(2l’l 1 2u — 1)(22n+2u _ 1) 2n2n+;4u +

[(u+1)/2] B
2n—1, D2 )2 =(2n-1)! (A.1.3.
Z( TZs(n ) Z [ }J )" Vons 2, "OmDL (A13.06)

u=0
Le relazioni (A.1.3.05) ¢ (A.1.3.06) sono state verificate con un programma di matematica.
E’ straordinario verificare che un’espressione molto complessa, come quella di cui al 2° membro
della (A.1.3.06), risulta uguale a (2n-1)!

A.1.4 —Osserviamo che ponendo, x = %, nella (A.1.0.01), troviamo:

2n-1 L
u .COSh(u/4)du _ ﬂznzah ’ (A.1.4.01)
0 Sinh(u/?2) =

Sviluppando i calcoli, abbiamo:

Mzn_ICOSh(u/‘L) 2n-1, ul4 —ul4 —ul2 —uk
E du=fu (""" +e )Ze e du=

Sinh(u/?2) k=0
zfzeﬁkuzm((”/zx +e Yy = (2n—1)!Z[ 1 1 N . 1 1=
k>= k>0 —+k2" —+k2"
(4 ) (4 )
1 1 a
=2n-1)4*" + =n"Y a,, A.1.4.02
( ) ;’[(1+4k)2” (3+4k)2”] Zo ! ( )

da cui , tenendo presente la (A.1.2.01), ricaviamo:



R RV W G G )"
(1 +4k)™"  B+4k)™ 2(2n)! 2

Inoltre, dalla (A.1.4.01) otteniamo:

J‘ 2n 1(/105‘]’1(1/1/4) J"’" u2n—l = J-OOMZn—lze—uMe—uk/Zdu -
0 Sinh(u/?2) 0 2Sinh(u/4) 0 prd

2n-1)! - - .
=V 2= 4 0on=1)! =7 a, ,dacui:

=1k, (2n=1) Z(1+21<)2" ; !
()
4 2
2n
) D S s S

= 1+2)*  22n)!
che ¢ perfettamente identica alla (A.1.1.10).

Dal confronto tra la (A.1.4.04) e la (A.1.4.03), troviamo, com’era naturale, che:

1
kz(;(l+2k)2” ;5[(1+4k)2” (3+4k)2"]

A.1.5 — Considerando il caso generale fornito dalla (A.1.0.01), abbiamo:

= 1*"" Cosh(ux) a .
U = 7[211 a Tan X 2h - 22nﬂ.2n _1 n _1 kk2n—le—2mxk :
jo—dsmh(u/z) Z J[Tan(m)] ( )é( )

Dall’integrale del 1° membro della (A.1.5.01), ricaviamo:

1" Cosh(ux) oo
- T du = 2n-1 ¢ ux —ux ~ul2 —uk g
I w= [0 e + e Y e e du

Sinh(u/?2) 0 k=0
=2n-D'Y [ ! + ! 1= n2"z”"a [Tan(mx)]™" |x|<l~
. > 1 2n 1 2n = " ’ 2 ’
0 (——x+k) (=+x+k) h=0
2 2
. 1 1 T 24
da cui: Z[ + ] = Zah[Tan(rcx)] ;

k=0 (§—x+k)2” (;+x+k)2” 2n-1)!4=

ricordiamo che a, = (2n-1)! ;

dalla (1.5.02), per x = 0, ritroviamo la formula:

(A.1.4.03)

(A.1.4.04)

(A.1.4.05)

(A.1.5.01)

(A.1.5.02)

(A.1.5.03)



B
221 (2 —1)! =x¥a, = 722" (2> -1 |—2 : A.1.5.04
( );(sz)z,, 0 ( ) ( )
2n_ 2n
ciod: y ! . _ @ -bz B,, (A.1.5.05)
iz (1+2k)™ 2(2n)!

identica alla (A.1.1.10).
Per x = V4, ritroviamo la formula (A.1.4.03)).

Dall’ultimo membro della (A.1.5.01), ricaviamo:

22n7r2n(_1)n2(_1)kk2n—1e—27rixk _ 22nn.2n(_1)n2( 1)* k2 12( 217DCk)

k=1 k=1 h=0

n - 2n n —27ix i n—1+ n,.2n n 2mx 2 -1 i n—1+
=22 ﬂ2 (_1) Z( ) Z(_l)k k2 1+h =22 71:2 (_1) Z( ) ( ) Z(_l)k k2 1+2h :
h=0 h' k=1 h=0 (Zh)' k=1

ricordiamo che Z(—l)kk2”+2h =0;

k=21

tenendo presente la (A.1.1.05), troviamo:

(ZM)M (‘Dh (22n+2h —DB,,.

22n7r2n _1 n _1 kk2nflef2m‘xk :22nﬂ:2n _1 n—1 e uindi:
D kZZf( ) D ,;; (2h)! 2n+2h d
2h 22n+2h _l B
(2n—1)'2[ 1 1 n 1 1 ]=22nﬂ2n2(2m)‘ ( )| 2n+2h| , (AlSOS)
k>0 (7 —x + k)zn (7 + X + k)zn h=>0 (2h) 2n + 2h
2 2
Dalla (A.1.5.05), ricaviamo:
Z[ ! + ! 1= Zi ﬂ2nz(2m)2h @™ = 1)|By, _
= ( Xtk (1_'_ x+k)> 2n-1)! = (2h)! 2n+2h
2 2
2n
a, [Tan(mx)]™" A.1.5.06
= n s D,Z [Tan(m)] ( )
che, per x = 0, fornisce la (A.1.5.04), e per x = %, fornisce:
Z[ 1 + 1 ] 71'2" (71' /2)2h (22n+2h _1)|an+2h| _
ST +4k)™"  B+4k)™ 27"Q2n =)= (2h)! 2n+2h
7'[2”
= 22" 1B A.1.5.07
2 )|B,, ( )



A.2.0- Derivata di ordine (2n) della funzione P(x) = Tan(x)

Derivando la (A.0.0.04), (2n) volte, rispetto ad x, troviamo:

2n Q-
ru ‘Smh(ux)du _ 717[Tan(7tx)](2") _
0 Sinh(u/?2)

:n.ZnJrl th [Tan(ﬂ:x)]ZhH — 2_7[2(_1)k (_2m)2n k2n€72m‘xk
h=0

(A.2.0.01)
k=1
Non ¢ difficile verificare la relazione
ﬂ[TCll’l(ﬂX)](zn) =7 2n+l th [Tan(ﬂ:x)]Zh” ,
h=0
e la relazione [Tan(x)]*" = th [Tan(x)])*""!
h=0
A.2.1- Determinazione del coefficiente b, del polinomio rappresentato
dallo sviluppo della funzione [Tan(x)]*" =Y b, [Tan(x)]"""
h=0
Operando sulla (A.2.0.01), abbiamo:
2n @
r u”" Sinh(ux) = 7Z[Tan(7zx)]2" _
0 Sinh(u/?2)
n 2n+l1 _1\n )
=7L.2n+l th [Tan(ﬂ:x)]2h+l - (2ﬂ) ' ( 1) Z (_l)k ane—mek (A2 1.01)
h=0 l k>l
Ponendo, nella (A.2.1.01), Tan(nx) =t , da cui 7x = ArcTan(t) , otteniamo:
u 2"Sinh[ﬁ ArcTan(t)] ;
°° T 2n+l 2h+1
du= 7 bt A.2.1.02
0 Sinh(u/2) hZ; ! ( :
Derivando la precedente (A.2.1.02), rispetto a (t), e ponendo dopo, t = 0, troviamo:
. u? Sinh[ - ArcTan(t)] -
hm T 1 > u 2n+l1 .
D, - du=—| ————du=n""b,, da cui:
t—>0 o Sinh(u/?2) w90 Sinh(u/?2)

gr’uznue—ulzze—ukdu _ EZ (2n+1)! =22n+3(2n+1)!2 1

o >0 T >0 (l + k)22 T = (14 2k)>*? '
2

. . 1 —(2n+2) . .

applicando la (A.1.1.07), troviamo: ZW =[1-2 1€ (2n+2), e quindi:
iz (1+2k)
2n+3 | |
2", = w[l -7 (2n+2) = M(ZZ”” -DE2n+2);
T T
22n+1 2n+2

ma: {(2n+2)= d |B2n+2 , € pertanto:

(2n+2)!

10



22n+1

b - 22n+2_1 B
0 n+1( )| 2n+2

(A.2.1.03)

La relazione (A.2.1.03) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

Riportiamo i primi valori di 5, per n variabile da 1 a 10.

n=1,2,3,4,56,7,8,9, 10

b,=2,16,272,7936, 353792, 22368256, 1903757312, 209865342476,
29088885112832, 4951498053124096

A.2.2 -Determinazione dell’espressione della Somma th , in funzione di n.
h=0

Utilizzando la relazione (A.2.1.01), e ponendo, x = %, troviamo:

oo MZ"SU’L]’!(M /4) ] 2 (271')2"+1( 1) .
- - 1 . . .
) Sinhui2) " Zb , ;( )k (=) (A2.2.01)

da cui:
ibh — i XURSRL D MURSESD WEIRCORES MURC R

quindi: Zb = 2H&[Z( D O™ +Y O)* 2k -1 1.

k=1 k=1
Dalla precedente uguagliando le parti reali, ricaviamo:

2n+1
th 2 l( o Y 0¥ @k -1 = 22" (=" (D" (2k —1)*'; inoltre,

k=1 k>1

YD k=" = Y (=D (=20 = ¥ (=D Z[ }—2k)h=

22n+l

k=1 k=1 k=1 h=0

2
=Y ! +Z[h”}—2)h2<—1>kkh;

k=1 h=1 k=1

poiché Y D = —% , (Ved. [4], pag.2) (A.2.2.02)
k=1

e ricordando che: {(-2h)=0, (h=1,2,3..,n), otteniamo:

2
Z(_l)k (2k —1)2n = —%+ Z(ZZ _1}_2)2hlz(_1)kk2h1

k=1 h>1 k=1

Ricordando la (A.1.1. 05) abbiamo :
_1 k 2k_1 2n - _ - _ 2 2h-1 22h 1
Y D k-1 > M(zh 1} ) )

k=1

) 2n 1 1 (2n+1
osserviamo che: — = 5 pertanto:
2h—112h 2n+1|2h

=l 2 2@2n+1)%=\ 2h
e quindi:

. r (2n+1
th — 22n (_1)n—l [ 1 Z( n }Zh (22h _1)32]1 (A2204)
h=0

Y D @k-D* = - 1, ;2(2" - 1](—2)2" (2" -1)B,, , (A.2.2.03)

2n+14 20

11



La relazione (A.2.2.04) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

Riportiamo i primi valori di th per n variabile da 1 a 10.
h=0
n=1,2,3,4,56,7,8,9,10

th =4, 80, 3904, 354560, 51733504, 11070525440, 3266330312704,
h=0

1270842139934720, 630424777638805504, 388362339077351014400

A.2.3 - Determinazione delle espressioni che definiscono, in funzione di n,

2h+1

i coefficienti b,,b,,b,,...,b, dei termini del polinomio Z b,[Tan(x)]
h=0

Ponendo, nella (A.2.1.01), Tan(mx) =t , da cui @x = ArcTan(t)—z—lni i , otteniamo:
— lt

1+it

2n+12b 20 Q) (=1)" Z( D ke klﬁ:
i

k=1

2n+l1
MZ( 1) k2"( ”) (A.2.3.01)
l k1

derivando la (A.2.3.01), (2h+1) Volte, rispetto a t, e ponendo dopo, t = 0, abbiamo:

2n+1
2n+lb 2h+1)! = (27[) ( n” Z( 1) k2n( lt) ](2h+1)

k=1
lim 25(2h+1 . .
ora, [(1—it)* (1+ir) 1 = m Z(_ }(1—#)"](2"“”[(1”:)k]“>=
t >0\ J
R 2h+1) Tk + D™ T+ )= _
=\ j Ck+1-2h—1+j) Tk)
wil(2h +1 Tk +
N B
o\ J L'(k+ j—2h)
2h+1 2h+1 N ) ) ) )
=Y|" D" (=ik(k+ j—D(k+ j—2)...(k+ j—2h)=
j=o\ J
wil(2h +1
=\ J
wil(2h +1
=\ J

—l)h(—i)kis(Zh,u)(k +j-1"=
u=0

1y (—i)kis(Zh,u)i[L;}” (j—1)""; pertanto:

b, (2h+1)! =

22n+1( 1) - 2h+1 2h b uep_
L (D% Z(] } D (-DKY. s(2h u)Z( }(1 D=

k=1 j=0 u=0

12



2h+1 2h 1
22n+1( l)nl( 1) Z( JZS(Zh M)Z( }J_l)upz(_l)kk2n+p+l=

J=0 k>1

22n+1( l)n 1( 1) ZhZH 2h 1 (2]’[ )[fl u . l)u—2PZ( l)k k2n+2p+l
S ,u J— - =
=0 p=0 2p k>l

Jj=0

Jj=0

2h+1 2h+1 [u/2] B
=22n+1 -1 n+h s 2h u i—1 u-2p 22n+2p+2 -1 2n+2p+2 .
(-1 Z[j ;_ ( )Z( p}] )" ( )—2n+2p+2

Anche qui, osserviamo che nello sviluppo della relazione precedente (A.2.3.02),
al variare di j, u, p, si presentano valori indeterminati 0°).

Per eliminare detti inconvenienti calcoliamo l’esp ressione precedente
perj=0, perj=1,e perj> 1. Cosi operando, troviamo:
2h+1

1) perj=0, Z[jh +1)(—1)’“(—i)k(k +i-Dk+j—2)..(k+j—2h)=

2h+1

= (=)' (=D)k(k =Dk = 2)...(k =2 = (=1)" (=) }_ s(2h +1u)k"

22n+l( 1" . 2h+1 ,
[b (2h+l)‘] 0= =[———— Z( 1) k™ (- 1) (= l)Zs(2h+l,u)k =
[ k1 u=0

2h+1

=22n+1(_1)n—1(_1)h ZS(Zh"Fl,M) Z(_l)k k2n+u —

u=0 k=1
=22 () (=" Zs(2h+12u+1)2( D g2t =
k=1
B
:22n+1 _1 n _1 h s 2h+1,2u+1 22n+2u+2 _1 2n+2u+2
(=D"( );( X )—2n+2u+2

2h+1

h+1 N . . .
2) perj=1, Z[ )(—1) (—i)k(k+ j—1)(k+ j—2)..(k + j—2h) =

= Qh+D)(=D" (=D)k(k)(k = 1)...(k +1=2h) = (2h +1)(=1)" (—i)ki s, u)k"

22n+l

[b,(2h+D)1], = ( D" =L Y (2h+1)(—1)h(—i)kis(2h,u)k”=
u=0

k=1

=22 D))" 2R+ 1)(-1) Zs(2h W)Y (=D k=

k=1

=221 ()" 2R +1)(-1) Zs(Zh 2u)Y | (—D)f k=

k21

h
B
:22n+l _1 n 2h+1 _1 h s 2h,2u 22n+2u+2 _1 2n+2u+2 :
(=D"( )(=1) HE:O ( X )—2n+2u+2

Pertanto, ricaviamo:

13
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h
B
b, Qh+D!1=2"""(=1)" (=1)" Y s(2h+1,2u +1)(2*"+*** — ) 2224
i ( ) =D"=D ;:0 ( X )2n+2u+2

h B
+22n+l _1 n 2h+1 _1 h s 2h,2u 22n+2u+2 _1 2n+2u+2 +
(=D" 2h+1)( );( ) ) s

2h+1 2h + 1 [u/2] B
+22n+1 _1 n+h s 2h u _1 u=2p 22n+2p+2 _1 2n+2p+2 ,
(1) Z[J ]Z ( )Z J=D"r( Vome2ped

j=2
2n+l1 ) h rrien B2 -
da cui: b, = —D" (D[} sQh+12u+1)(27 2 — ) 222y
ACTESTI A X 2w+ 2ur2

h B
+2h+ DY s(2h2u) (22 — ) 2y

— 2n+2u+2
2h+1 2h 1 [u/2] B
+ s2h,u 1) (22 ) 22 A.2.3.03
) ) 3 e e (4230
22n+l

Per h = 0, ritroviamo la formula(A.2.1.03): b, = 1 (27 - 1)|B2n+2|

Per h = n, ricaviamo:

22n+l n

B
b,= 1) s+ 120+ (2722 —) ety N
2n+D!i= 2n+2u+2

n B
+(2n+1)Y s(2n.2u)(27"H 1) e
u=0

2n+2u+?2
2n+1 2n+1 [u/2] B
+ s(2n,u | — 1) (2R 222 ) (o)) A.2.3.04
Z[ )Z( )Z[ }J ) ( Vansapez =@V ( )

Le relazioni (A.2.3.03) e (a.2.3.04) sono state verificate con un programma di matematica.
E’straordinario verificare che un’espressi one molto complessa, come quella di cui al 2° membro
della (A.2.3.04), risulta uguale a (2n)!

A.2.4 — Consideriamo la relazione (A.2.1.01),

2n Qe
J-oou 'Slnh(ux) u = 7i[Ta n(ﬂx)]z" _
0 Sinh(ul/?2)
2n+1
2"+1th[Tan(7tx)]2h+l _ (27) : (-1)" Z( DE (1 4+ k)2 g2+
k=0

ponendo, in detta relazione, x = 0, otteniamo:
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Y DFa+k)* =0; (A.2.4.01)

k=0

Y nra+o* = 1+Z( 1) Z[ } —1+Z( 1)~ +Z[ JZ( k" =0;
per la (A.2.2.02), Z(—l)k :_E; e {(-2h)=0, (h=1,2,3,..); pertanto:
Y nfa+nr = —+Z( )Z(—l)kk”“l;

per la (A.1.1.05), otteniamo:
1 2n B
-D*A+k)" = =+ 2" (-2 =0
Y Dfa+k) 5 Z[Zh_1]< =)
1

k=0 h21
2n+1 .
, troviamo:

ricordando che:
2h

2n 1 3

2h—112h 2n+1
2n+1

LI Z( " ](22h—1)32h =0, da cui:

2 2n+1%| 2h

2 &(2n+l1) ,,

: 12 oy (2 DBy =1 (A.2.4.02)
n+195

La formula (A.2.4.02) & stata verificata con un programma di matematica.

A.2.5 - Ponendo nella relazione (A.2.1.01), x = 4, troviamo:

= u”" Sinh(u/4) (27[)2"“( )" i
————~du = w[Tan(mx (2_”) -7 N 1 1+ k 2n 27i(1+k)/ 4 :
b S Hraneolas LD A+

2n Q2 2n
J‘ u”"Sinh(ul4) Iy = J‘ u du = J‘ uzne_"MZ(—l)ke_”k/Zdu _
0 Sinh(u/2) 0 2Cosh(u/4) 0 =0

et -1*
= 1 = 4" 2n)y —————
;< )" g +k)w ( >§(l 20

—(2m) n+1( D" Z( 1) (1+k)2n “2m(14k) 14 _ 2l o 2n+1( )" Z(l) (1+k)2n=

k=0 k=0
=22n+1 2n+l1 _1 n _1 k 1+2k 2n + o 2k—1 2k 2n =42n+1 2 ‘ (_1) :
T )[é( )  (1+2K) ;a) (2k)™"] (2n) ;‘;—(H%)M

uguagliando le parti reali, troviamo:

42n+l (2”)'2 ( 1) — - 7r2n+l th - 22n+17l.2n+l (_l)n Z (_l)k (1 + 2k)2n :
>0 (1 + 2k) k>0

Y D A+26)* =1+) (D) Z( }Zk) =1+ (-D* +Z[ "y (=D k"

k=0 k=1 h=0 k=1 h=1 k=1

per la (A.2.2.02), e ricordando che {(-2h) =0, (h=1,2,3,..), otteniamo:

Y nfa+20)™ == +Z(2h X Y D'k

k=0 h=1 k21

15



h=1

1 1 2n+13,, .,
= - 2*" ~1B,, ; A.2.5.01
2 2(2n+l)z(2h ]2 ( Ba ( )

(=D* u
uindi: 4°""'(2n)! —_72:2”+1 b, =
q ( ) ;(1 2k)2n+1 — h
2n+1
22n+1 2n+1( 1)" 1 [_5 2(2n n 1) [Zh }ZZh (22h _ 1)B2h ]; CiOé:
h=1
(_l)k 2n+1( l)n 1 2n+1
L2 2 e o [ DB @) (A.2.5.02)
2 1

Osserviamo che:

(=D 1
Z 2 Z il pon
iz (1+2k) = (1+ 4k) (3+4k)
La formula (A.2.5.02) & stata verificata con un programma di matematica.

A.2.6. — Consideriamo il caso generale fornito dalla relazione (A.2.1.01)

2n Qs
J- u”"Sinh(ux) ,
0 Sinh(ul/?2)
Sviluppando, abbiamo:

J‘O""Ltz?Sinh(MX) Iy = J:M ol _ ux ulzze gy =

2n+l1
u = ﬂ[Tan(n:x)](z”’ MZ( 1) (1+k)2" —2mix(1+k)

k=0

Sinh(u/?2) =
—(2n)‘Z[ ! - ! ] =7z'2”“2bh[Tan(x)]2"“ : (A.2.6.01)
k>0 (2 +k)2n+l (E+x+k)2n+l h=0

Inoltre:

Q)™ (-1)" k7 2n  —2mivk

I G

2n+1
k=1 h=0

per x reale, I'ultimo membro della (A.2.6.02) ¢ re ale solamente per h dispari; quindi:

2n+1 2h+1 _ (275)2”“( 1) k on (_sz)Zh_lkZh_l _
Zb [Tan(x)] _—;( Dk ; T

2n+1 n 2 2 -1 " k 2n+2h-1
) Z%Z(—D (k)2 =

— (27r)2n+l (_1) n-1 Z (zm) 2! (_l)h (22"+2h - 1)BZn+2h
=  (2h-1)! 2n+2h
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1 1
Pertanto: (2n)! -
erano(n)z:[1

k=0 *—X"r‘k 2n+l1
(2 )

1
*+X+k 2n+l1
(2 )

= (2m) (_l)n—lz m)™ ' (=" @ —DB,,.»

= (2h=1)! 2n+2h

Per, x =, troviamo: (2m)4>""' Y[ ! - ! 1=

D) ’ ey (1+4k)2n+1 (3+4k)2n+1

ey 12 O B
= (2h=1)! 2n+2h

1 1 _1 k 2n+l1 n
dacui:Z[ 2+l 2n+l =Z ( )2+1: z 20+l b, =

oo (1+4k)™ (B+4k)™ o (1+2k)™" (2n)\4>"" =

_ (2ﬂ)2n+1 (ﬂ /2)2/’171 (22”+2h — 1)|B2n+2h|
Q) = h—1)1  2n+2h

Dalla (A.2.6.04), otteniamo:
(7[/2)2h_1 (22n+2h _1)|an+2h| _ ib
Qn)14> &= 2p—1)! 2n+2h i

22n+1

B.0.0 — Caso B - C(x) = Sec(x)

Utilizzando la seguente relazione dei complementi:

[()[(1-z) = Sm’(rm,

O<z<l

1 .
e ponendo, z= 5 —x, (x, reale), otteniamo:

T
Cos(mx)

<=

I'(x+ %)F(% —-Xx)= 5

Ora, I—‘(x_’_%)l—*(%_x) — J.Olt)c—l+l/2(1_t)—)c—l+l/2dt:Etxfl+l/2 i: (t — eu):

1+1¢
:reu(x—l+l/2)Ldl’z= reu(x—lﬂlz) e“d],: + J‘we_u(x_1+1/2) Ldjl_
—o0 1+e 0 1+e o 1+e
Jwe”<x+1/2) du +J‘°°e—u(x+1/2)d_”_:
0 l+€u 0 1+€ u
e dl/l © —ux dl/l
Cosh(ux - |
=r#du= 7TS€C(TDC)= , |X| <2
0 Cosh(u/?2) Cos(7mx) 9

17
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h=0

(A.2.6.03)

(A.2.6.04)

(A.2.6.05)

(A.2.6.06)

(B.0.0.01)

(B.0.0.02)



B.1.1- Derivando, (2n-1) volte, rispetto ad x, la relazione (B.0.0.02), otteniamo:

2n—1 Q.
J- u~"" Sinh(ux) du=] /1 1@ |x| < l , (B.1.1.01)
0 Cosh(ul?2) Cos(mx) 2

Dalla (B.1.1.01), passando al limite, per x — 0, abbiamo:

= 0; cioe:

lim quzn’lsinh(ux) du = T ](2n n _
x— 0% Cosh(ul/2) Cos(mx)

](Zn ) _ - 271:[2( )ke—zmc(l+2k)](2n 1 _ 27[2( ) ( ln.)Zn 1(1+2k)2n 1 _

Cos ( ) k>0 =0 k>0
da cui: Z(—l)k(1+ 2/{)2"_1 =0; (B.1.1.02)
k=0

ora, Y (=D (1+26)" =1+ ) (D" A+26)>"" =1+ ) (=) 221( 1](2/@":

k=0 k=1 k=1

2n—1 1 2n—1
=1+) D+ Y D" Z[ )(Zk)h =1—%+Z( "y (-D'k"=

k=1 k=1 h=1 k>1

h=1 k=1

1 &(2n-1) ,,, v o 1 IzS(2n=1Y) ., 5, B,, :
=—+ D'k = ——— 2" —-1)—=* =0, da cui:
2 Z[Zh—l Z( ) 2 2=\ 2h-1 ( ) 2h

1 &N (20) 5, 40
— 27" -DB,, =1 B.1.1.03
2n h=1(2h)2 ( Ba ( )

Nel procedimento per ricavare la (B.1.1.03) abbiamo utilizzato le seguenti note formule:

(A.1.1.05), (A.2.2.02) §(1—2h)——— c-any=0, [T L[
109 (A2.202) = 2h—1)2h 2n|2h

La relazione (B.1.1.03) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

B.1.2- Dalla (B.1.1.01), passando al limite, per x — 1/4, abbiamo:

lim ' Sinh(ux) _
—dl/t _ (2n—l)=2n. _1 ke—m:zc(1+2k) (2n—l);
x—>1/4L Cosh(u!2) [C s(mx )]" e [k;( ) T

2n—-1 @
u™""Sinh(u/4) 2n-1, ul4 —uldN _—ul2 k —uk
ora, —dl/t = u e —e e -1 e du:

I: Cosh(u/?2) E ( ) 1;( )
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J'O 2n- 12( 1) (efu/4 73u/4)€7ukdu= (2n—1)!Z(—1)k[ 1 1 —— 1 1=
k=0 k=0 (Z+k)2n (Z+k)2n

1 1
=Q2n-D4"Y (1) - , mentre:
(2n=D kZZO( o  Gran™

271:[2( l)k —17Dc(1+2k)](2n 1) _znz(_l)k(_iﬂ.)h—l 1+ 2k)2n—le—in'/4(_l-)k _

=1/4
k=0 k>0

=27

2n (_1)" —177/4

Y Ofa+26)>;

k=0

Y Ofa+207" =Y DFA+40T T+ Y (O)F @k -1 =

k=0 k=0 k21

=) D A+4k)> " +i)_ (=D*(1—-4k)>" ; quindi:

k=0 k=1

27[2n (_1)'n e—in’/4z(l-)k(1+2k)2n—l =7T2n (_l)n \/E(1+Z)Z(l)k(1+2k)2n_l —
—1

k=0 k=0

=2 (=D)"V2(1+0) [ Y (=D A+40)> " +iY (-D* 1 -4k ]

k=0 k=1

Prendendo la parte reale della precedente espressione, abbiamo:

z(=1)"V2 [Z(—l)k (1+4k)™! —Z(—l)" (1—4k)> " =

k20 k>1

2n—1 2 2n—1
= (-1)"V2 [1+ Y (-] Z(h" }4k)”—2( D Z( } —4k)" 1=

k21 h=0 k21

2n—1
= (-1)"V2 [1+) (-D* (22_1}4/«)2“ Y -n 2(2}1 1} —4k)*!

k=1 k=1

2n—-1) ,, 2
1 1 k f1— -
b1 Z( ) k)=

=" (-1)" \/_[1+22(
=\ 2n—1 2h

n (2n—1 B
=7r2"(—1)”\/§[1+%Z[ " }1”(22”—1)(_i)]:

_n.2n( 1)n1\/_[_2[2n

*(2* ~1)B,, —1]; pertanto:
2h 2h
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1 1
2n-pu Y (-1)* = =
(2= kzo( )[(1+4k)2" (3+4k)2"]

2n
2h

=1 (- 1)"1\/_[—2[ }»”(22’1—1)32,1 11, da cui:

NS D B
LD ™ Grab

k=0

2n n-1 47" 3 2h i~ 20 _
=" (1) \/_2(2 )'[Z[Zh} (2*" —1)B,, —4n]. (B.1.2.01)

La relazione (B.1.2.01) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

B.1.3 — Riprendiamo la (B.1.1.01)

2n 1
J' Slnh(l/lX) [ T ](21171)’ |x| < l (B.1.3.01)
0 Cosh(u/?2) Cos(7x) 2

Operando, abbiamo:

o uzn_lSinh u'x o n— ux —ux —u —Uu
J;Adu =_[ e —e )Ze =D e™du =

Cosh(u/?2) 0 k=0
k 1 1
=@n-D1) (D'l - I; (B.1.3.02)
k20 (E—x+k)2” (5+x+k)2”
T 1o = T 10720 = g TSin(7mx) 2,2 _
Cos(mx) Cos(mx) [Cos(mx)]?

2n-2

=7lSin(m) DTan(mol ™ =7 Z[in _ 2}5""%)]‘2"'2-“ [Tan (o) =
k=0

n—1

=7r2(§z_ }Szn(n‘x)](zn - Zk)[Tan(m)](Zk”)HrZ( o _lz}sm(m)]“"*‘”)[Tan(mc)]“’”

k=0

(2n—1-2k) - [l(eiﬂzx _e—iﬂ:X)](Zn—l—Zk) -

2i

_[_[(lﬂ.)Zn 1-2k m:x ( ln.)Zn —1-2k e—tm)] — 7[2n—1—2k (_l)n—k—l[%[eim +e—im)] —

Osserviamo che: [Sin(7mx)]

— 2n 1- 2k(_1)n k— lCOS(ﬂ:x) (B1303)
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[Sin(m)](Zthk) - [L-(eimc _e—im )](2}1—2/() =[i-[(iﬂ)2n—2k eiﬂ')c —(—iﬂ)zn_Zk e—izcx )] -
21 21
S (—1)""‘ [%[e"’” —e™™)] S (—1)”_k Sin(mx) (B.1.3.04)
i
Applicando la (A.1.1.01) e la (A.2.1.01), ricaviamo:
1 1
(2n —1)!2(—1)"[ - 1=
k>0 1 2n 1 2n
= (5—x+k) (E+x+k)

) 4 n—1 2”—2 ‘o k+1 -
> (=1)" —1)* Sin(m) )" a,Tan(m)]*" +
2k =0

k=0

n

2n-2 k : 2041 _
+Z(2k_1)(—1) Cos(m);bh[Tan(m)] }=

k=1

k+1

=z (=" Sin(m){f(iz - 2)(—1)k Y a,Tan(m)]*" +

=(2n-2 L k .
+;(2k—1}_l) Cos(m) by [Tan(eol™) (B.1.3.05)

I coefficienti a,,b, sono forniti, rispettivamente, dalle formule (A.1.3.05) e (A.2.3.03).
Per x = Y4, otteniamo:

1 1
—_1)\! 2n _1\k _ —
(2n=DH ;;( g [(1+4k)2” (3+4k)2”]
=n2"(—1)"‘1£{’i 22 —1)kkiah+z”‘, on=2 —1)kzk"bh}; (B.1.3.06)
2 k=0 2k h=0 k=1 2k—1 h=0

in virtu delle relazioni (A.1.2.01) e (A.2.2.04), troviamo:

(2n—1)!42"Z(—1)k[ I I

= (d+40)> (3+4k)2"] -

V2 E(2n-2 B,y
=g (="t 1)k ka3 (p2ke2 _qy1T2ke2]
b 2 % 2k ) ( )2k+2

h=1

0 (2n=2) o 1 (2k+1Y,, s,
) 27 -DBy —1 B.1.3.07
;(2k_1)2 [2k+12’(2h ]2 ( )B,, =11} ( )

B.2.2.- Derivando, (2n) volte, rispetto ad x, la (B.0.02), otteniamo:

21



2n

J- u Cosh(ux)duz[ T 1
0 Cosh(u/?2) Cos(mx)
Ponendo, nella (B.2.2.01), x = 0, troviamo:

o0 u2n llm V3 2n) _ 2 2
————du= —1" =2z 1 i) (1+2k)™" ;

LCosh(u/Z) x%O[Cos(Tcx)] ,;j( ) im )

1
lxf < > (B.2.2.01)

2n

. u 1
——du=2 e 2N (D) e ™ du=22n)Y (-1 ———=
L Cosh(u/?2) r ,;; ;; (1 + k)
2

1
=220y (-)f ———;
();()OHW”

2Y (=D (=im)* 1+ 26)™ = 227 (=1)" Y (-DF 1+ 26)*" =

k=0 k=0

" 1 2n+1Y) ,, ., .
el [§_2n+12(2h ]2%1(22] DByl

h=1

abbiamo utilizzato la (A.2.5.01), per cui:

- DT o201,
i Jf 213)2"“ s ((2n )+ e (Zh )22] (27 =By )= (n D] (B.2.2.02)

La (B.2.2.02) ¢ perfettamente identica alla (A.2.6.05)

B.2.3 — Ponendo nella (B.2.2.01), x = 4, otteniamo:

u*"Cosh(ul4) T 12 K —ime(142k) 1(2n)
du= =27 1
Jy Cosh(u/2) e s(7x) o= 2e) (-)'e Lo

Operando, abbiamo:

2n
J' u"Cosh(ul/4) du = ruzn (e"* +e—u/4)e—u/22(_1)ke—ukdu=
0 Cosh(ul/?2) 0 k=0

k20

_Z( N f u (eu/4 u/4)e7u/2e7ukdu:Z(_l)kJ.Omubl (efu/4 +e*3u/4)e7ukdu:
>0

k=0 k=

1 1 "
=@W;PNH —+ MH#MM“;PN[
> (Z+k) (Z+k) >

1 N 1 I
(1+ 45> B+4k)>

2”[2 (_l)ke—iﬂix(l+2k)]i2:r;)/4) — znZ(_l)k (_ln)Zn (1 + 2k)2ne—i7t/4 (_l)k -

k=0 k=0
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ﬂ2n+l (_l)ne—iﬂ/42(i)k (1+ 2k)2n :

k20

ora, e’i”/42(i)"(l+2k)2"—\/_(l—z)[1+2( DEA+4k)™ =) (=D 4k =1 ];

k=0 k=1 k=1

prendendo le parti reali della relazione precedente, abbiamo:

Re[e™™*Y ()" (1+2k)™ = £[1+Z( DS A+4k)™ =Y (=D (1-4k)*" )=

k=0 k>1 k>1

2n 2
__[1+Z( 1’k Z( )(4k)h—2(—1)k2[hn](—4k)h]=

k=1 k=1 h=0

:_[1+Z( 1) Z(ZZ 1)(4102’” Y (-1 Z(Zh 1]( 4Ky

k=1 k21

\/_ 2h-1 2h—-1
——[1 22(% D MC R b

k=1

B V2 1 &(2n+1
Sl _2 2/11 h_l 2h =_1_ 2h 22h_1B .
[ Z[ )4 )Zh] 2! 2(2n+1)h2=:’(2h ]4 ( Banl

1 1 ,
2]’1 !42n+l _1 k + :27r2n+l _1 ne—ln'/4 l k 1+2k 2n —
(2n) Z( a0 T e (=) ;o (1+2k)

=z (=) V2 [—— Z[Z”H}F” (2" —1)B,, —1], da cui:

2(2n +1) =

1 1
—D* —
é( ) [(1+41<)2"+l +(3+4k)2”“]
(_1)n71n2n+l\/§ n 2n+1 " -
) & N2 22" _1)B, —2(2n+1 B.2.3.01
421220 +1)! [;(Zh )4 ( By —22n+1)] ( )

La relazione (B.2.3.01) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

B.2.4 Riconsideriamo la (B.2.2.01)

u’ Cosh(ux) /4 an K —ime(1+2k) 7 (2n)
= 2n -1 B.2.4.01
-L Cosh(u/2) [Cos( )] [;( e ] ( )

Operando, abbiamo:
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- 2n h
J:) u COS (I/Lx) dl/l — ru2n(€u.x+efux)z(_l)kefu/2efuxkdu -

Cosh(u/2) 0 e

=Y (D e,
k=0 (§_x+k)2n+l (§+x+k)2n+l

271:[2 (_l)ke—imc(l+2k)](2n) - 27[[2 (_l)k (_ln)Zn (1 + 2k)2n e—iﬂx(l+2k) ] -

k=0 k=0

1+2
27 (<" [Z( 1 (1+2k)2nz( inx)" }(l +2k)" 1
k=0 h>0 .

Per x reale, la precedente relazione ¢ reale solamente quando h ¢ pari, e quindi:

zn[z(_l)ke—im(l+2k)](2n) — il (_l)nz( lm) Z( 1) (1+2k)2n+2h

k=0 = (Ch! =
Applicando la (A.2.5.01), abbiamo:
k anvan 1 1 &(2n+2h+1),, ,;
Y DFA+2k)" P = ' /(2% =1)B, ,; pertanto:
= 2 2(2n+2h) 4|2 ]
1 1
@m1Y (D'~ * =
k=0 *—X+k 2n+1 *+X+k 2n+1
(2 ) (2 )
2h(_1yh wh(2n+2h+1\,. .
_n2"+‘(—1)"2(7’”‘) =D [1- ! Y ” (2% -1)B, ], (B.2.4.02)
& (2h)! 2n+2he\ 2 j

Per x = 0, ritroviamo la (B.2.2.02);
per x = %4, ritroviamo la (B.2.3.01).
Inoltre, operando sulla (B.2.3.01), otteniamo:

42 ](Zn) = T ](Zn—l+l) =7 TSin(7x) - (2n1y _

[Cos(ﬂ:x) Cos(mx) ~ " (Cos(m))?
2n—1 —
=n[Sin(mx)DTan(mx)]*" ™" = nZ Sin(m)] " P [Tan(m)]*™ ] =
=7r"i 27 Sin (e 20 [Tan(ao)) 0 1+ nZ " Sin(mo1e ) (Tan(mo1® 1
xoo\ 2k 2k -1 ’

Ricordando le relazioni (B.1.3.03) e (B.1.3.04), abbiamo:

[Sin(mx)]*" 0 = g2 (=1)"* Cos(mx) (B.2.4.03)
[Sin(me)]?" =g 22 (=1)"* Sin(mx) (B.2.4.04)

Applicando la (A.1.1.01) e la (A.2.1.01), ricaviamo:

T ](Zn) _ 71-2"“”21’ 2n—1 _Dn—k—l Cos(m)ﬁa Tan(ﬂ:x)]Zh +
Cos(mx) koo 2k '

h=0
+n.2n+1i 2n—1 _pyrk Sin(m)ib [Tan(mo)]™! (B.2.4.05)
ol 2k -1 b 2.4.
I coefficienti a,,b, sono forniti, rispettivamente, dalle formule (A.1.3.05) e (A.2.3.03).
Pertanto: (2n)!2(—1)"[ : ! +— 1 1=
k=0 (§_x+k)2n+1 (5+x+k)2n+1
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k+1

=z (—1)"'1{'121(22_1}_1)"Cos(m)ZahTan<m>l”+

—Z(zz i)( D' Sm(nx)Zb [Tan(m)]*""'}; |x|<%, (B.2.4.06)

. —1)t et (2n-1
er x = 0, abbiamo: (2n)12*""? (—z a2 =n! ~-D*a,=
p (2n) ;(1+2k)2n+1 (=D {Kz::,) o ) a,

2n—1 |
22 (1) LZ )k o2k (p2ke2 _qy 1 T2k2] B.2.4.07
D (Zk } ) ( ) +2° ( )

K=0
Per x = Y4, otteniamo:

1 1 2]’1 1 k+1
2 !42n+l _1 k = 2+l —1 -l _1 ‘
MU T D L ) =2 D {Z[ } "L

k=0

2n—1

_Z(2k 1} b* Zb}

C.0.0- Utilizzando la nota relazione

z—1
[ AT geq<l,
0 1+t Sinmz

e ponendo z = 1/n, con n > 1, otteniamo:

r

1
<" dt V3 0 o Y nu" " du du
J- = = (l‘:u ) = J- - = nr =
0 1+¢ S V2 0 1+u
n—
n

n(;_l)

. J-l du +J-1u”_2du J-lﬂ

Ol+u" O 1+u" 0 1+u”
n(l+u"? a4 u? =
Ora, ( - ):nz k Z k
1+u o u—u, nuk o u—u, uk

dove u} =—-1, u, =™ k=0,1,2,3,..(n-1); quindi:

M: _Z(”k __)

1+u” u, u—1u,

; pertanto:

1
1

< " dt n = 1 \ = 1 1
= =—) (u, ——)n@w-u,l, =-) U, —)[Inl—-—)=
e =z L g = linu =]y = =) G, = )~
n
- nz_l(eiﬂ(ZkH)/n _ e—in(2k+1)/n)1n(1 _ e—m(zkﬂ)/n) : (C.0.0.01)

k=0
In[1—e ™D’ = In{1 - Cos[n(2k + 1)/ n] +iSin[x(2n +1)/ n]} =

Sin[r(2k +1)/n]
1—-Cos[r(2k +1)/n]’

=%ln{ (1-Cos[r(2k +1)/n])* + (Sin[x(2n+1)/n])*} + iArcTan
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Sin[7(2k +1)/n] —iAreTan Cos[m(2k +1)/(2n)] _

iArcTan =
1—Cos[n(2k +1)/n] Sin[r(2k +1)/(2n)]
—iAreTan Sin{(w/2)[1-2k+1)/n]} _ iz(l— 2k +1)‘
Cos{(m/2)[1-(2k+1)/n]} 2 n

Sostituendo nella (C.0.0.01), ed uguagliando le parti reali, ricaviamo:

n—1

2k +1

r’t" d T N o2k + iy Ea—2ELy o
0 T+¢ S T = 2
mn—
n
n-1 _ _
Y 22K Gt 2k +1) /)., cioe:
k=0 n

n—1
(n—2k —1)Sin[(2k +1)/n)Sin~- = n
n

k=0
Ricordando che : Cos(a+b) - Cos(a-b) = -2Sin(a)Sin(b), otteniamo:
n—1

Z(n—2k—l)(—l)[C0s 2n(k+1) 27k
=0 2 n

Cos 1=n;
sostituendo, nella precedente relazione, k a k+1, troviamo:

n

Cos—]=2n; (C.0.0.02)

Y (n-2k +1)[Cos EEZD _ gy 2K
k=1 n n

Inoltre, osserviamo che:

Z[cosM —Cos 2™ =0, e quindi dalla (C.0.0.02), ricaviamo:
k=1 n n

y (—20)[Cos KD _ 005 2 2o cioe:

k=1 n n

2wk —1)
s
n

Y k[Cos 27 _ o l=n (C.0.0.03)
k=1 n

La relazione (C.0.0.03) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

Riteniamo utile riportare in un unico schema le interessanti formule trovate.

1) P(x) = Tan(x), [Tan(x)]*" " = zn:ah[Tan(x)]z”
h=0

B B
a, = 2 (=) (2 — 12 = 2 (o™ —1)|i , (A.1.1.06)
2n 2n
2n _ 2n
Y ! _ = @~ -Dz B,, (A.1.1.10)
= (1 +2k)> 2(2n)!
3) ia - 24"'1(22"—1)|Bi (A.1.2.01)
Y 2 12
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4) (Y a,)a, =2 (A.1.2.02)
h=0

2211 L B
5 a, = -1 n-1 -1 h s 2h,2u 22n+2u -1 2n+2u +
) = iy DD T s2h 200 ) D
h
B
+2h S 2h —1’2u _1 22n+2u _1 2n+2u +
"Z:f ( X )2n+2u
2h (D Rhl wsh)/21( B,
L, et JEDTEI @I ) ] (A.1.3.05)
jz:;’[] I'Z:(; ; [ZP_I} 2n+2p
2n n - 32 i
661 = — S2n,2u2”+”_1#+
o (2n)![uz=(; ( X )2n+2u
Y B
+2nY s(2n—12u — )23 — )220
; ( X )2n+2u
+i 2n f" (2n—1 )[f] u i — 1) (222 ) Banay 1=(2n-1)!, (A.1.3.06)
. s2n—-1u J— —1)—2*22 1=2n-1)! , (A.1.3.
Jj=2 J u=0 p=1 2p—1 2n+2p

on 2h 22n+2h _1 B
7) Z[ 1 + 1 ] _ 2 n_Zn Z (27DC) ( )| 2n+2/’l| -
k>0 (;_x_l_k)Zn (;+x+k)2n (2”—1)' h>0 (Zh)‘ 2n+2h

2n n
T 2h
= a, [Tan(mx A.1.5.06
an 1yl Tan () ( )
(®) [Tan(x)]*" = Y b,[Tan(x)*""!
h=0
22n+1 -
b, = m(2 —1)|B,,..| (A.2.1.03)
1 1 2n+1
9 DRk-)" = ———— -2)*©2* -1nB,,, A.2.2.03
);( )" (2k 1) : 2(2“1);(% } )2 ( )B,, ( )
10) Zn:b = 9 (_qyr Z 21+ b o g (A.2.2.04)
el 2n+142h 2 o
2 h < 2n+2u+2 B
11) b, = 1" (-1 SR 41,20 + 1)(22 %2 _ ) ——2wtaur2
) by (2h+1)!( ' )[;;( X )2n+2u+2

h
B
+(2h+ 1) s(2h,2u)(27"H — 1) 22—y

gt 2n+2u+2
2h+1 2h+1 2h [u/2] B -
+Y | sQhu)y. Yooy e gy _Dome ) (A.2.3.03)
=2\ J =0 o\ 2P 2n+2p+2
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2n+1 n B
12) b,= 2 [)s2n+12u+1)(2%*2 —1) 22—y
Cn+)! = 2n+2u+2

L B
+ 2n + 1 s zn’zu 22n+2u+2 _ 1 2n+2u+2
( );)’ ( . ) 2n+2u+2

2n+l1 2]’l+1 2n [u/2] u B e
+Y| s Y| (=D @ ) 2] = (2n)!
.] u=0 p=0 2P 2n+2p+2

Jj=2

2 n(2n+1 -
13 22 _B,, =1
) 2n+lz(2h } VB

h=1

1 1 2n+1
14 -DfA+2k)" = = ——— " —NB,, ;
) ZS( A ) 2 2(2n+1)h2>:’[2h )Z ( 1B

D' AT (24
15 = 2" -1DB,, —(2n+1
) ;(14_2]{)2;”1 22n+2(2n+1)! [;[2}1 }2 ( ) oh ( n+ )]

1 1 1 <
16 - -
) ;[(14_4]{)2?&1 (3+4k)2n+1] (zn)!42n+l P

b, =

Q) o (w2 (27 =1)|B,,.,

T Q2n)4ar & (2h-1)! 2n+2h

17) Y D a+26)*" =0
k>0
1 &(2n
18 — MM _nB,, =1
) 2n h_1(2h)2 ( B
. 1 1

19) Y D - 1=

=0 (1+4k)™"  (3+4k)™

—2n n
=72 (-1)""'V2 4 [Z@Z}x” (2" =1)B,, —4n].
h

2(2n)! =
] 1 1
20) 2n=D'Y (D[ ; - 1=
k20 (§—x+k)2” (5+x+k)2”

:nz”(—l)”"Sin(m){E an—2 —l)kkil’a Tan(m)]™" +
2k =

k=0

n—1 2 — 2 k
+ Z(zz » }—N Y b, [Tan(m) "}
h=0

k=1
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(A.2.3.04)

(A.2.4.02)

(A.2.5.01)

(A.2.5.02)

(A.2.6.05)

(B.1.1.02)

(B.1.1.03)

(B.1.2.01)

(B.1.3.05)



1 1
21) Y (=1 =
) ;{;( ) [(1+4k)2n+1 + (3+4k)2n+1]

_(_l)n—lﬂ2n+l\/§ [i 2n+1
T 4020 +1)! e 2h

]4”(2” ~1)B,, —2(2n+1)]

22) @'Y (D' ; ! + ! ] =

1
k>0 *—X-f-k 2n+1 *+X+k 2n+1
(2 ) (2 )

IV wh(2n4+2h+1) . .
:ﬂ2n+l(_1)n2(m) ( 1) [1_ 1 Z n 2](22] _l)sz],
s (2h)! 2n+2h 5=\ 2)

23) @'Y (D' ; ! + ! 1=

1
k>0 *—X-f-k 2n+l1 *+X+k 2n+l1
(2 ) (2 )

k+1

= (—1)”-1{'12_1’(22 _1}—1)k Cos(m)Y " a,Tan(m)]™ +
K=0 h=0

"~ (2n—1 ko o 2841 1
-y . —1)* Sin(m0))_ b, [Tan(mo))"*' }; |x|<5,
K=l - h=0

n

24) Y k[Cos
k=1

27tk _ Cos 2r(k —1)] .
n n
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